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摘　要:为了完善非线性量子差分方程边值问题的基本理论,研究了二阶非线性 (p,q)Ｇ差分方程

非局部问题的可解性.首先,计算线性 (p,q)Ｇ差分方程边值问题的 Green函数,研究 Green函数

的性质;其次,运用Banach压缩映像原理和 GuoＧKrasnoselskii不动点定理,获得二阶三点非线性

(p,q)Ｇ边值问题正解的存在性和唯一性定理;再次,给出线性 (p,q)Ｇ 差分方程非局部问题的

Lyapunov不等式;最后,给出２个实例,证明所得结果是正确的.结果表明,在赋予非线性项f 一

定的增长条件下,非线性 (p,q)Ｇ差分方程非局部问题正解具有存在性和唯一性.研究结果丰富了

量子差分方程可解性的理论,对(p,q)Ｇ差分方程在数学、物理等领域的应用提供了重要的理论依据.
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Abstract:Inordertoimprovethebasictheoryofboundaryvalueproblemsfornonlinearquantumdifferenceequations,in
thispaper,westudythesolvabilityofnonlocalproblemsforsecondorderthreeＧpointnonlinear(p,q)Ｇdifferenceequations．

Firstly,theGreenfunctionoftheboundaryvalueproblemoflinear(p,q)Ｇdifferenceequationiscalculatedandtheproperty
ofGreenfunctionisstudied．Secondly,weobtaintheexistenceanduniquenessofthepositivesolutionfortheproblembythe
BanachcontractionmappingprincipleandtheGuoＧKrasnoselskiifixedpointtheoreminacone．Next,wegettheLyapunov
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inequalityfornonlocalproblemsoflinear(p,q)Ｇdifferenceequations．Finally,twoexamplesaregiventoillustratethevalidiＧ

tyoftheresults．Theresultsshowthattheexistenceanduniquenessofpositivesolutionsfornonlocalproblemsofnonlinear
(p,q)Ｇdifferenceequationsareobtained,undertheconditionofnonlineartermfcertaingrowth．Theresearchresultsenrich

thetheoryofsolvabilityofquantumdifferenceequationsandprovideimportanttheoreticalbasisfortheapplicationof(p,q)Ｇ
differenceequationinmathematics,physicsandotherfields．

Keywords:nonlinearfunctionalanalysis;nonlinear(p,q)Ｇdifferenceequation;nonlocalproblem;Banachcontraction

mappingprinciple;GuoＧKrasnoselskiifixedpointtheorem;positivesolution

　　量子微积分,又名qＧ微积分,是一类无极限的微积分,最早于２０世纪初期由JACKSON[１Ｇ２]正式提出.

１９１２年,CARMICHAEL[３]研究了线性qＧ差分方程的一般理论.目前,有关线性qＧ差分方程的理论取得了

很大进展[４Ｇ６].众所周知,线性qＧ差分方程的应用有其自身的局限性,相对而言,非线性qＧ差分方程有着更

广泛的应用,如正交多项式、基本超几何函数、组合学、相对论、超几何级数、复杂分析和粒子物理等.非线性

qＧ差分方程边值问题(BVPS)的研究可以追溯到２０１０年[７].近些年来,关于非线性qＧ差分方程解的存在性

的研究取得了很大进展[８Ｇ１５].
双参数量子微积分又称 (p,q)Ｇ 微积分,其作为qＧ 微积分的拓展,起源于１９９０年[１６].近年来,关于

(p,q)Ｇ微积分已经取得了一些研究成果[１７Ｇ１９],但关于 (p,q)Ｇ差分方程的研究结果尚少[２０Ｇ２２],尤其是非线

性 (p,q)Ｇ差分方程边值问题的研究仍处于起步阶段.２０１９年,GHOLAMI[２１]研究了 (p,q)Ｇ差分方程边

值问题

(D２
p,qu)(t)＋f(t,u(t))＝０,　０≤t≤１,

αu(０)－βDp,qu(０)＝０,

γu(１)＋δDp,qu(１)＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

解的存在性.基于上述基础,笔者研究了一类二阶非线性 (p,q)Ｇ差分方程非局部问题

D２
p,qu(t)＋f(t,u(t))＝０,　t∈I,

u(０)＝０,　u(１)＝αu(η){ (１)

的可解性,其中,I＝[０,１],０＜p ＜q≤１,且０＜αη＜１,０＜η＜１,f:I×R＋→R＋ 是连续函数.

１　预备知识

首先给出本研究用到的定义和相关定理.
定义１[１９]　函数f(x)的 (p,q)Ｇ导数:

Dp,qf(x)＝
f(px)－f(qx)

(p－q)x
,x ≠０.

若f 在x＝０处可微,则Dp,qf(０)＝f′(０).

注:当p＝１时,(p,q)Ｇ导数退化为qＧ导数:Dqf(x)＝
f(x)－f(qx)

(１－q)x
,x ≠０.

定义２[１９]　函数f(x)的 (p,q)Ｇ积分:

∫f(x)dp,qx＝(p－q)x∑
¥

k＝０

qk

pk＋１f(q
k

pk＋１x). (２)

定理１[１９]　设０＜
q
p ＜１,若０≤α＜１,f(x)xα 在区间 (０,A]上有界,则 (p,q)Ｇ积分(２)收敛于

函数F(x),称F(x)是f(x)的原函数.此外,F(x)在x＝０处连续,且F(０)＝０.
定义３[１９]　设f 是任意函数,a 是实数,则

∫
a

０
f(x)dp,qx＝(q－p)a∑

¥

k＝０

pk

qk＋１f(p
k

qk＋１a),　 p
q ＜１;

∫
a

０
f(x)dp,qx＝(p－q)a∑

¥

k＝０

qk

pk＋１f(q
k

pk＋１a),　 p
q ＞１.
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定义４[１９]　设f 是任意函数,a 和b是２个非负实数且a ＜b,则

∫
b

a
f(x)dp,qx＝∫

b

０
f(x)dp,qx－∫

a

０
f(x)dp,qx .

定理２[１９]((p,q)Ｇ 微积分基本定理)　若 F(x)是f(x)的原函数且 F(x)在x ＝０处连续,则

∫
b

a
f(x)dp,qx＝F(b)－F(a),其中０≤a ≤b≤ ¥.

引理１[２１]　交换积分次序公式,设函数f:I→R 是连续的,则有

∫
t

０∫
r

０
f(s)dp,qsdp,qr＝∫

t
q

０
(t－pqs)f(s)dp,qs,　 p

q ＜１;

∫
t

０∫
r

０
f(s)dp,qsdp,qr＝∫

t
p

０
(t－pqs)f(s)dp,qs,　 p

q ＞１.

定理３[２３]　设E 是一个Banach空间,K ⊂E 是一个锥.若Ωi ⊂E,i＝１,２,０∈Ω１ 且Ω１ ⊂Ω２,

令A:K∩(Ω２\Ω１)→K是一个全连续算子,且满足

１)||Au||≤||u||,对u ∈K ∩∂Ω１,且||Au||≥||u||,u ∈K ∩∂Ω２,或者

２)||Au||≥||u||,对u ∈K ∩∂Ω１,且||Au||≤||u||,u ∈K ∩∂Ω２,

则A 在K ∩ (Ω２\Ω１)中有一个不动点.

２　主要结论

引理２　若y ∈C[０,１],且假设对任意t∈ [１,１
q

],有y(t)≡０,则 (p,q)Ｇ差分方程边值问题

D２
p,qu(t)＋y(t)＝０,

u(０)＝０,　u(１)＝αu(η){ (３)

有唯一解

u(t)＝
t

(１－αη)∫
１
q

０
(１－pqs)y(s)dp,qs－

αt
(１－αη)∫

η
q

０
(η－pqs)y(s)dp,qs－∫

t
q

０
(t－pqs)y(s)dp,qs＝

∫
１

０
G(t,pqs)y(s)dp,qs,

其中,G(t,pqs)为 (p,q)Ｇ差分方程边值问题(３)的 Green函数,且

G(t,pqs)＝
１

１－αη

pqs(１＋αt－t－αη),　　　　pqs≤t,　pqs≤η,

t(１－pqs－αη＋αpqs), t≤pqs≤η,

t(αη－pqs)＋pqs(１－αη), η≤pqs≤t,

t(１－pqs), pqs≥t,　pqs≥η.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(４)

证明　对 (p,q)Ｇ差分方程(３)两边从０到t两次积分得:

u(t)＝u(０)＋tDp,qu(０)－∫
t
q

０
(t－pqs)y(s)dp,qs. (５)

由边界条件u(０)＝０,u(１)＝αu(η)可得:

Dp,qu(０)＝
１

(１－αη)∫
１
q

０
(１－pqs)y(s)dp,qs－

α
(１－αη)∫

η
q

０
(η－pqs)y(s)dp,qs,

又由于t∈ [１,１
q

],有y(t)≡０,则

u(t)＝
t

(１－αη)∫
１
q

０
(１－pqs)y(s)dp,qs－

αt
(１－αη)∫

η
q

０
(η－pqs)y(s)dp,qs－∫

t
q

０
(t－pqs)y(s)dp,qs＝

∫
１

０
G(t,pqs)y(s)dp,qs.

证毕.
引理３　若０＜p ＜q≤１,则 Green函数G(t,pqs)满足:

１)G(t,pqs)≥０,(t,pqs)∈ [０,１]×[０,１];

４５３
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２)∀t∈
１
ξ

,ξ－１
ξ

é

ë
êê

ù

û
úú ,G(t,pqs)≥σG(pqs,pqs),其中,σ＝

１－α
ξ(１－αη),ξ∈ (２,＋ ¥);

３)G(t,pqs)≤G(pqs,pqs)≤Θ ,其中,

Θ＝

pq(１－pq)
１－αη

, １
２pq ≤１,

１
４(１－αη),

１
２pq ＞１.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

证明　１)经过简单计算,易证G(t,pqs)≥０.

２)当 １
ξ

≤t≤ξ－１
ξ

时,

G(t,pqs)
G(pqs,pqs)＝

１＋αt－t－αη
１＋αpqs－pqs－αη

≥
１－α

ξ(１－αη),　　　　　pqs≤t,pqs≤η,

t
pqs≥

１
ξ

, t≤pqs≤η,

t(αη－pqs)＋pqs(１－αη)
pqs(αη－pqs)＋pqs(１－αη)≥

１－α
ξ(１－η), η≤pqs≤t,

t
pqs≥

１
ξ

, pqs≥t,pqs≥η.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

经计算可得,min
ξ∈(２,¥){ １－α

ξ(１－αη),
１
ξ

,１－α
ξ(１－η)} ＝

１－α
ξ(１－αη),所以,

G(t,pqs)≥
１－α

ξ(１－αη)G(pqs,pqs).

３)由G(t,pqs)关于t的单调性易证结论成立.

证毕.

注:简单计算知Θ ≤
１

４(１－αη):＝Θ１.

考虑空间Cp,q ＝C([０,１],R＋),‖u‖＝ max{ u ,t∈I} ,u∈Cp,q .定义积分算子T:Cp,q →Cp,q ,

Tu(t)＝∫
１

０
G(t,pqs)f(s,u(s))dp,qs.

显然,u 是BVP(１)的解的充要条件为u 是T 的不动点.

定义锥K :

K ＝
ì

î

í

ïï

ïï
u ∈Cp,q:u(t)≥０,min

１
ξ

≤t≤ξ－１
ξ

u(t)≥σ‖u‖
ü

þ

ý

ïï

ïï
.

定理４　若f:I×R＋→R＋ 是连续函数,∃L(t)∈L１
p,q(I,R＋),且tL(t),t２L(t)∈L１

p,q(I,R＋),对

∀t∈I,u１,u２ ∈R＋ 满足

|f(t,u１)－f(t,u２)|≤L(t)|u１－u２|.

若Γ ＜１,则BVP(１)有唯一正解,其中,

Γ＝
pq(A－pqB)

１－αη
,A＝∫

１

０
sL(s)dp,qs,B＝∫

１

０
s２L(s)dp,qs.

证明:令supt∈I|f(t,０)|＝M０,M１＝∫
１

０

pqs(１－pqs)
１－αη

dp,qs,选择r＞
M０M１

１－δ
,Γ ≤δ≤１.令Br ＝

{u ∈Cp,q:‖u‖ ≤r} ,现证TBr ⊂Br .对任意的u ∈Br ,有

５５３
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|Tu(t)|＝∫
１

０
G(t,pqs)f(s,u(s))dp,qs ≤∫

１

０
G(pqs,pqs)f(s,u(s))dp,qs≤

∫
１

０
G(pqs,pqs)(|f(s,u(s))－f(s,０)|＋|f(s,０)|)dp,qs≤

∫
１

０

pqs(１－pqs)
１－αη

(|f(s,u(s))－f(s,０)|＋|f(s,０)|)dp,qs≤

∫
１

０

pqs(１－pqs)
１－αη

(L(s)|u|＋M０)≤ ‖u‖Γ＋M０M１ ≤r.

因此,有 ‖Tu‖ ≤r,所以,TBr ⊂Br .
再证明T 是压缩的.对任意的t∈I,u,v ∈Cp,q ,有

|Tu(t)－Tv(t)|＝∫
１

０
G(t,pqs)(f(s,u(s))－f(s,v(s)))dp,qs ≤

∫
１

０
G(pqs,pqs)L(s)|u－v|dp,qs≤

‖u－v‖∫
１

０

pqs(１－pqs)
１－αη

L(s)dp,qs＝

Γ‖u－v‖ ＜ ‖u－v‖.
因此,‖Tu－Tv‖＜‖u－v‖,所以T 是压缩的,根据Banach压缩映像原理,T 有唯一的不动点.证毕.
推论１　设f:I×R＋→R＋ 是连续函数,且 ∃L(t)∈L１

p,q(I,R＋),对 ∀t∈I,u１,u２ ∈R＋ 满足

|f(t,u１)－f(t,u２)|≤L(t)|u１－u２|.
若Γ１ ＜１,则BVP(１)有唯一正解,其中,

Γ１＝

pq(１－pq)
１－αη

C, １
２pq ≤１,

１
４(１－αη)C, １

２pq ＞１,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

且C＝∫
１

０
L(s)dp,qs.

推论２　设f:I×R＋→R＋ 是连续函数,且 ∃L１(t)∈C(I,R＋),对 ∀t∈I,u１,u２ ∈R＋ 满足

|f(t,u１)－f(t,u２)|≤L１(t)|u１－u２|.
若Γ２ ＜１,则BVP(１)有唯一正解,其中,

Γ２＝ΛM ,Λ＝ max
t∈[０,１]

L１(t),M ＝
pq[q２(１－p)＋p２(１－q)＋pq]
(１－αη)(p＋q)(p２＋pq＋q２)

.

引理４　T 是一个正算子,且T(K)⊂K .
证明　显然,T(u)≥０,且有

min
１
ξ

≤t≤ξ－１
ξ

Tu(t)＝ min
１
ξ

≤t≤ξ－１
ξ
∫

１

０
G(t,pqs)f(s,u(s))dp,qs≥

σ∫
１

０
G(pqs,pqs)f(s,u(s))dp,qs≥

σmax
０≤t≤１∫

１

０
G(t,pqs)f(s,u(s))dp,qs＝

σ‖Tu‖.
所以,T(K)⊂K .
为了方便,引入以下记号:

Φ(h):＝max{f(t,u)|(t,u)∈ [０,１]×[０,h]} , (６)

Ψ(h):＝min{f(t,u)|(t,u)∈ [１
ξ

,ξ－１
ξ

]×[０,h]} , (７)

ω１:＝
１
Θ１

,ω２:＝
ω１

σ
.

６５３
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显然,０＜σ＜１,所以０＜ω１ ＜ω２.再证明BVP(１)解的存在性.
定理５　设存在正常数a和b,满足Φ(a)≤aω１ 且Ψ(b)≥bω２,则BVP(１)至少有一个解u∗ ∈K ,且

min{a,b}≤ ‖u∗ ‖ ≤ max{a,b}.
证明　因为０＜ω１ ＜ω２,由式(６)和式(７)易证a ≠b.令Ω１:＝{u ∈ E‖u‖ ＜a},Ω２:＝

{u ∈E‖u‖ ＜b}.
首先,证明对u ∈K ∩∂Ω１,‖Tu‖ ≤ ‖u‖ 成立.
设u ∈K ∩∂Ω１,则０≤u(t)≤ ‖u‖＝a ,且

f(t,u)≤Φ(a)≤aω１ ,(t,u)∈ [０,１]×[０,a],
于是有

Tu(t)＝∫
１

０
G(t,pqs)f(s,u(s))dp,qs≤

aω１∫
１

０
G(t,pqs)dp,qs≤

aω１∫
１

０
max

０≤t,pqs≤１
G(t,pqs)dp,qs≤

aω１ω－１
１ ＝‖u‖.

所以,对于u ∈K ∩∂Ω１,有 ‖Tu‖ ≤ ‖u‖ .
其次,证明对u ∈K ∩∂Ω２,‖Tu‖ ≥ ‖u‖ 成立.

设u ∈K ∩∂Ω２,则０≤u(t)≤‖u‖＝b,且f(t,u)≥Ψ(b)≥bω２,(t,u)∈ [１
ξ

,ξ－１
ξ

]×[０,b],

于是有

Tu(t)＝∫
１

０
G(t,pqs)f(s,u(s))dp,qs≥

bω２∫
１

０
G(t,pqs)dp,qs≥

bω２∫
１

０
min

１
ξ

≤t≤ξ－１
ξ

G(t,pqs)dp,qs≥

bω２σΘ１＝‖u‖.
所以,对于u ∈K ∩∂Ω２,有 ‖Tu‖ ≥ ‖u‖ .根据定理３可得,算子T 有一个不动点u∗ ∈K ,则

BVP(１)至少有一个正解u∗ ∈K 且 min{a,b}≤ ‖u∗ ‖ ≤ max{a,b}.
证毕.

推论３　设有限序列 {ak}
n＋１

k＝１
,ak ＜ak＋１ ,k＝１,２,􀆺,n ,若序列满足:１)Φ(a２k－１)≤a２k－１ω１,k＝

１,２,􀆺,[(n＋２)/２],且Ψ(a２k)≥a２kω２,k＝１,２,􀆺,[(n＋１)/２],或者２)Φ(a２k)≤a２kω１,k＝１,２,􀆺,
[(n＋１)/２],且Ψ(a２k－１)≥a２k－１ω２,k＝１,２,􀆺,[(n＋２)/２],则BVP(１)至少有n个正解u∗

k ∈K ,k＝
１,２,􀆺,n 满足ak ≤ ‖u∗

k ‖ ≤ak＋１ ,k＝１,２,􀆺,n .
证明　由定理５的简单计算易证.
定理６　设０＜c＜d ＜ ¥,若１)Φ(h)＜hω１,h ∈ [c,d],或者２)Ψ(h)＞hω２,h ∈ [c,d],则

BVP(１)无正解,u∗ 满足c≤ ‖u∗ ‖ ≤d .
证明　假设存在u∗ ∈K 是BVP(１)的一个正解,满足c≤ ‖u∗ ‖ ≤d ,则

f(t,u)≤Φ(‖u∗ ‖)≤ ‖u∗ ‖ω１ ,(t,u)∈ [０,１]×[０,‖u∗ ‖].
由于u∗ 是BVP(１)的一个正解,故有u∗ ＝Tu∗ ,则

‖u∗ ‖＝∫
１

０
G(t,pqs)f(s,u∗ (s))dp,qs≤

max
０≤t,pqs≤１∫

１

０
G(t,pqs)f(s,u∗ (s))dp,qs＜

‖u∗ ‖ω１ω－１
１ ＝‖u∗ ‖,

与条件(１)矛盾,所以BVP(１)无正解u∗ .类似可证第２种情形.证毕.
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定理７　设k(t)∈C(I,R＋),k(t)＝０,t∈ [１,１
q

],u(t)∈C(I,R＋)且u(t)是边值问题

D２
p,qu(t)＋k(t)u(t)＝０,　　　t∈I,

u(０)＝０,u(１)＝αu(η){ (８)

的非平凡解,则Lyapunov不等式

∫
１

０
k(s)dp,qs≥４(１－αη)

成立.

证明　由引理２可知,边值问题(８)等价于积分方程u(t)＝∫
１

０
G(t,pqs)k(s)u(s)dp,qs,

于是

u(t)＝∫
１

０
G(t,pqs)k(s)u(s)dp,qs≤

１
４(１－αη)∫

１

０
k(s)u(s)dp,qs,

即 ‖u‖ ≤
１

４(１－αη)∫
１

０
k(s)‖u(s)‖dp,qs.

由u(t)是平凡解可得,∫
１

０
k(s)dp,qs≥４(１－αη).

３　应用举例

例１　考虑非线性 (p,q)Ｇ边值问题

D２
１
４,１２

u(t)＋t＋
１
１１sin|u|＝０,　t∈I,

u(０)＝０,　u(１)＝
１
２u(１

２
).

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(９)

事实上,p＝
１
４

,q＝
１
２

,α＝
１
２

,η＝
１
２

,f＝t＋
１
１１sin|u|.显然,|f(t,u１)－f(t,u２)|≤

１
１１|u１－u２|,则Λ＝

１
１１

,ΛM ＝
１
１１×

１１
６３＝

１
６３＜１.因此,由推论２可知,边值问题(９)有唯一正解.

例２　考虑非线性 (p,q)Ｇ边值问题

D２
１
３,３４

u(t)＋
t(１＋sin|u|)

１２ ＝０,　t∈I,

u(０)＝０,　u(１)＝
１
３u(２

３
).

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１０)

事实上,p＝
１
３

,q＝
３
４

,α＝
１
３

,η＝
２
３

,f＝
t(１＋sin|u|)

１２
.取ξ＝４,经过计算可得,Θ１ ＝

９
２８

,

ω１＝
２８
９

,ω２ ＝
３
１４

.

Φ(h):＝max{t(１＋sin|u|)
１２ |(t,u)∈ [０,１]×[０,h]} ＝

１＋h
１２

,

Ψ(h):＝min{t(１＋sin|u|)
１２ |(t,u)∈ [１

４
,３
４

]×[０,h]} ＝
１
４８

,

选择a＝２７,b＝
１
１２

,则Φ(a)＝
７
３ ≤aω１＝８４,且Ψ(b)＝

１
４８≥bω２＝

１
５６

.由定理５可得,该BVP(１０)至少

有一个正解u∗ ∈K 满足

１
１２≤ ‖u∗ ‖ ≤２７.

８５３



第４期 禹长龙,等:非线性 (p,q)Ｇ差分方程非局部问题的正解

４　结　语

本文运用 GuoＧKrasnoselskii不动点定理和Banach压缩映像原理,研究了非线性 (p,q)Ｇ差分方程非局

部问题正解的存在性、唯一性,给出了线性 (p,q)Ｇ差分方程非局部问题的Lyapunov不等式,丰富了 (p,q)Ｇ
差分方程的可解性理论,为差分方程在李群、超几何级数、空气动力学、控制理论等领域的应用提供了理论参

考.在未来的研究中,将利用分叉理论、临界点理论、变分法等方法,深入探讨双参数(或分数阶双参数)量子

差分方程的可解性及其应用.
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