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摘 要:为了拓展不动点集为乘积空间的带对合流形的等变协边分类,研究了以复射影空间与四元

数射影空间的乘积F=CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的所有带对合的流形(M,T)
的协边分类。首先,证明以CP(2n)×HP(2m+1)为不动点集的协边对合存在;其次,根据F 上法

丛的形式进行分情况讨论,构造合适的对称多项式,根据Kosniowski-Stong定理,通过计算示性数

得到矛盾,或通过计算示性数得到对合存在且协边,证明不存在非协边对合;最后,得到协边。结果

表明,以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集时,带有对合T 的光滑闭流形(M,T)存在

且协边。研究结果丰富了不动点集为乘积空间的对合的协边分类问题,也对深入研究不动点集为

其他流形的对合提供了理论参考。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

develop
 

equivariant
 

cobordism
 

classification
 

of
 

manifolds
 

with
 

involutions
 

whose
 

fixed
 

point
 

sets
 

are
 

product
 

of
 

projective
 

spaces,
 

the
 

equivariant
 

cobordism
 

classification
 

of
 

all
 

manifolds
 

with
 

involutions
 

(M,T)
 

with
 

fixed
 

point
 

set
 

F=CP (2n)×HP (2m+1)(m≥n≥3)
 

was
 

studied.
 

Firstly,
 

the
 

existence
 

of
 

bounding
 

involutions
 

with
 

CP (2n)×

HP (2m+1)
 

as
 

its
 

fixed
 

point
 

set
 

was
 

proved;
 

Secondly,
 

according
 

to
 

the
 

form
 

of
 

normal
 

bundle
 

over
 

F,
 

the
 

results
 

were
 

discussed
 

by
 

dividing
 

several
 

cases,
 

by
 

constructing
 

a
 

suitable
 

symmetric
 

polynomial,
 

according
 

to
 

Kosniowski-Stong
 

theorem,
 

the
 

contradiction
 

was
 

obtained
 

by
 

calculating
 

characteristic
 

numbers,
 

and
 

non-existence
 

of
 

non-bounding
 

involutions
 

was
 

proved,
 

or
 

that
 

involutions
 

exist
 

and
 

bordism
 

was
 

obtained
 

by
 

calculating
 

characteristic
 

numbers;
 

Finally,
 

bordism
 

was
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obtained.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

every
 

smooth
 

closed
 

manifold
 

(M,T)
 

with
 

an
 

involution
 

T
 

having
 

fixed
 

point
 

set
 

of
 

form
 

CP (2n)×HP (2m+1)(m≥n≥3)
 

exists
 

and
 

bounds.
 

The
 

research
 

results
 

enrich
 

the
 

equivariant
 

cobordism
 

classification
 

of
 

involutions
 

with
 

fixed
 

point
 

set
 

product
 

of
 

projective
 

spaces,
 

and
 

provide
 

theoretical
 

reference
 

for
 

the
 

further
 

study
 

involutions
 

with
 

fixed
 

point
 

set
 

other
 

special
 

manifold.
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  设 M 是一个未定向的光滑闭流形,T:M→M 为 M 上的光滑对合,对合的不动点集为F={x∈M|
T(x)=x}。1962年,Steenrod提出了不动点集F 为给定的光滑闭流形时,光滑对合(M,T)的存在性和

等变分类问题。对于F 为射影空间及其不交并时对合(M,T)的协边分类,见文献[1-6];对于F 为Dold
流形P(m,n)的 情 形,也 有 一 些 成 果,见 文 献[7-10]。文 献[11-13]分 别 给 出 了 RP(j)×CP(k)、

RP(h)×HP(k)和CP(j)×HP(k)上向量丛的示性类,这为研究F 为一些特殊的乘积空间的对合的协

边分类问题提供了理论参考,研究成果见文献[14-19]。本文考虑不动点集为CP(2n)×HP(2m+1)
(m≥n≥3)对合的协边分类。

1 预备知识

设(M2n+1+4(2m+1)+k,T)是一个具有光滑对合T:M→M 的2n+1+4(2m+1)+k维光滑闭流形,其中m≥
n≥3,其不动点集是F=CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3),vk 是F 在M 中的法丛。由文献[20]知(M,T)
的协边类由(CP(2n)×HP(2m+1),vk)的协边类所决定,而(CP(2n)×HP(2m+1),vk)的协边类又由vk

的示性数完全决定。以下是证明所需的几个引理。
引理1[21] (Kosniowski-Stong定理)设f(x1,x2,…,xr)是 Z2 上的任意对称多项式,它的次数

deg(f(x))≤r,则有示性数公式

f(x1,x2,…,xr)[Mr]=∑
k

f(1+y1,1+y2,…,1+yk,z1,z2,…,zr-k)

∏
k

i=1

(1+yi)
[Fr-k]。

  其中表达式中的对称多项式可用基本对称多项式σi(x)、σi(y)、σi(z)表示,分别用 Mr、λk、Fr-k 的第i
个Stiefel-Whitney类ωi(Mr)、ωi(λk)、ωi(Fr-k)代替σi(x)、σi(y)、σi(z)后,等式两边得到的是上同调类分

别在基本同调类上作用的值。
引理2[21] 设σi(x1,x2,…,xk,xk+1,…,xr)是r个变元的第i个基本对称多项式,则

σi(1+y1,1+y2,…,1+yk,z1,z2,…,zr-k)=∑
p+q≤i

k-p
i-p-q  σp(y1,y2,…,yk)σq(z1,z2,…,zr-k)。

  引理3[13]
 

 每一个CP(j)×HP(k)上的向量丛ξ的全Stiefel-Whitney类具有如下形状:

ω(ξ)=(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d(1+αiβ
2s-2i
4 )ε,

其中α∈H2(CP(j);Z2),β∈H4(HP(k);Z2)为生成元,a、b、d 为非负整数,ε=0或1,且当ε=1时必有

i=2t(2p+1), t≥1,

j=2t(2p+1)+x, 0≤x<2t,

4k=2s -2t+1(2p+1)+y, 0≤y<2t+1。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  由引理3可得如下推论。
推论1 CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)上的向量丛ξ的全Stiefel-Whitney类具有如下形状:

ω(ξ)=(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d,
其中0≤a<2n+1,0≤d<2n。

证明 假设ε=1,由引理3中的表达式j=2t(2p+1)+x,0≤x<2t,可知2n=2t(2p+1)+x,0≤x<
2t,t=n,p=0,x=0,

 

但当m≥n≥3时,等式4(2m+1)=2s-2n+1+y,0≤y<2n+1 不成立,故ε只能等于

0,推论1得证。
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2 主要结果

定理1 每一个以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的对合均协边。

CP(2n)×HP(2m+1)的模2上同调环为

H *(CP(2n)×HP(2m +1);Z2)=Z2[α,β]/(α2
n+1=β2

m+2=0),

其中α∈H2(CP(2n);Z2),β∈H4(HP(2m +1);Z2)为生成元。CP(2n)×HP(2m +1)的全Stiefel-
Whitney类为

ω(CP(2n)×HP(2m +1))=(1+α)2
n+1(1+β)2

m+2,
设vk 是CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)在M 中的法丛,由推论1知

ω(vk)=(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d。

  本文分以下几种情况进行讨论。

命题1 存在以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的协边对合。
证明 因为CP(2n)×HP(2m+1)上协边,根据上协边的定义,存在2n+1+4(2m+1)+1维流形

V2n+1+4(2m+1)+1 的边界是CP(2n)×HP(2m+1),即CP(2n)×HP(2m+1)=∂V。如果vk 和ξk 都是平凡

丛,则vk 是向量丛ξk→V 的边界,从而ξk 的圆盘丛D(ξk)的边界为D(vk)∪S(ξk)。然后在ξk 的纤维上

乘-1得到了在D(ξk)上的一个对合T',那么T'限制在S(ξk)的纤维上的作用为乘-1,但是此作用没有不

动点集。同样,T'限制在D(vk)纤维上的作用也是乘-1,且此作用具有不动点集CP(2n)×HP(2m+1),
法丛为vk。令M=D(vk)∪S(ξk),T=T'|M,则(M,T)是以CP(2n)×HP(2m+1)为不动点集、vk 为法丛的

协边对合,故只要k≥0,就存在一个以CP(2n)×HP(2m+1)为不动点集的协边的对合(M2n+1+4(2m+1)+k,T)。
命题2 令(M2n+1+4(2m+1)+k,T)是以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的光滑对合,则

1)当k>2n+1+4(2m+1)时,(M,T)协边。

2)当k=2n+1+4(2m+1)时,(M,T)协边。
证明 由文献[21]可得,当k>2n+1+4(2m+1)时,(M,T)协边;当k=2n+1+4(2m+1)时,(M,T)协边

于((CP(2n)×HP(2m +1))×(CP(2n)×HP(2m +1)),twist)。又 由 文 献[20-21]得(CP(2n)×
HP(2m+1))×(CP(2n)×HP(2m+1))是协边的,所以((CP(2n)×HP(2m+1))×(CP(2n)×HP(2m+1)),

twist)也是协边的,故(M,T)协边。

下面的讨论中都令k<2n+1+4(2m+1),2N 是足够大的数,使(1+α)2
N
=1,(1+β)2

N
=1。

命题3 设vk 是以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的对合的法丛,ω(vk)=(1+α)a(1+

β)b(1+α2+β)d,若b和d 一个是奇数一个是偶数,且a 为偶数时,则以CP(2n)×HP(2m+1)为不动点集

的非协边对合不存在。

证明 根据a、b和d 满足的条件,有2a+4b+4d≥4,故k≥4。由引理2可得

σ2(1+y,z)=
k
2  +α,

σ4(1+y,z)=
k
4  + k

2  α+[
a
2  + d

1  ]α2+β,

取

f(x)=[σ2(x)+
k
2  ]2n[σ4(x)+ k

4  ]2m+1,

由于deg(f(x))=2n+1+4(2m+1)<2n+1+4(2m+1)+k,故f(x)[M]=0。但由引理1有

f(x)[M]=
α2

n

β2
m+1

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m +1)]=1。

  推出矛盾。命题得证。
命题4 设vk 是以CP(2n)×HP(2m +1)(m≥n≥3)为不动点集的对合的法丛,ω(vk)=

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d,若b和d 一个是奇数一个是偶数,且a 是奇数时,则以CP(2n)×HP(2m+1)
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为不动点集的非协边对合不存在。

证明 根据a、b和d 满足的条件,有2a+4b+4d≥6,故k≥6。

σ4(1+y,z)=
k
4  +α+[

a
2  + d

1  +1]α2+β。

  1)若b为奇数,d 为偶数,a 为奇数,以下分
a+2d

2n  =0和
a+2d

2n  =1这2种情况讨论。

a) 
a+2d

2n  =0
取f(x)=[σ4(x)+

k
4  ]2m,则

deg(f(x))=4(2m)<4(2m +1)+2n +k,
故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
(α+[

a
2  + d

1  +1]α2+β)2m
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=

β2
m

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m+1)]

 

=

2N-b
1  2

N-(a+2d)

2n  α2nβ2m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1
 

。

推出矛盾。

b) 
a+2d

2n  =1
此时k≥2n+1+2,取f(x)=[σ4(x)+

k
4  ]2n+2m,则

deg(f(x))=4(2n +2m)<2(2n)+4(2m +1)+k,
 

故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
[α+[

a
2  + d

1  +1]α2+β]2m+2n
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=

α2
n

β2
m

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m+1)]

 

=

α2
n

β2
m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。

2)若b为偶数,d 为奇数,a 为奇数,以下分
a+2d+2

2n  =0和
a+2d+2

2n  =1这2种情况讨论。

a) 
a+2d+2

2n  =0
取f(x)=[σ4(x)+

k
4  ]2m,则

deg(f(x))=4(2m)<4(2m +1)+2n +k,
故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
(α+[

a
2  + d

1  +1]α2+β)2m
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=
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β2
m

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m+1)]

 

=

2N-d
1  2

N-(a+2d+2)

2n  α2nβ2m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。

b) 
a+2d+2

2n  =1
此时k≥2n+1+6,取f(x)=[σ4(x)+

k
4  ]2n+2m,则

deg(f(x))=4(2n +2m)<2×2n +4(2m +1)+k,

故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
(α+[

a
2  + d

1  +1]α2+β)2n+2m
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=

α2
n

β2
m

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m+1)]

 

=1。

推出矛盾。命题得证。

命题5 设vk 是以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的非协边对合的法丛,ω(vk)=(1+α)a·
(1+β)b(1+α2+β)d,若b和d 都为奇数,且a为偶数,则以CP(2n)×HP(2m+1)为不动点集的对合不存在。

证明 根据a、b和d 满足的条件,有2a+4b+4d≥8,故k≥8。

σ2(1+y,z)=
k
2  +α,

σ8(1+y,z)=
k
8  +α2β+[

b+d
2  +1]β2+含α的某些项,

令σ'2(1+y,z)=σ2(1+y,z)+
k
2  =α,可在σ8(x)上加一系列关于1、σ'2(x)的多项式得到

σ'8(1+y,x)=α2β+[
b+d
2  +1]β2。

  以下分
b+d
2  =0和

b+d
2  =1这2种情况讨论。

1)
b+d
2  =0

此时σ'2(1+y,z)=α,σ'8(1+y,z)=α2β+β2。

取f(x)=[σ'2(x)]2
n-2[σ'8(x)]2

m-1+1,由于f(x)的次数

deg(f(x))=2(2n-2)+8(2m-1+1)=2n+1+2m+2+4<2(2n)+4(2m+1)+k,

故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
α2

n-2(α2β+β2)2
m-1+1

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m+1)]=

α2
n

β2
m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。

2)
b+d
2  =1

此时σ'2(1+y,z)=α,σ'8(1+y,z)=α2β,再次分为以下2种情况讨论。
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a)
b+d

2m  =0 

取f(x)=[σ'2(x)]2
n-2σ'8(x),由于f(x)的次数

deg(f(x))=2(2n-2)+8=2n+1+8<2(2n)+4(2m+1)+k,
故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
α2

n-2(α2β)
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=

2N-(b+d)

2m  α2nβ2m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。

b)
b+d

2m  =1
当

b+d
2  =1且

b+d

2m  =1时b+d≥2m+2,根据

2a+4b+4d≥4(2m+2)=2m+2+8,
有k≥2m+2+8。

σ16(1+y,z)=
k
16  +β2+[b+d4  +1]β4+含α的某些项,

在σ16(x)上加一系列关于1、σ'2(x)、σ'8(x)、σ'12(x)的多项式得到σ'16(x),使得

σ'16(1+y,x)=β2+[
b+d
4  +1]β4+α2β3。

取

f(x)=[σ'2(x)]2
n-2σ'8(x)[σ'16(x)]2

m-1,
由于f(x)的次数

deg(f(x))=8+2(2n-2)+16(2m-1)<2n+1+4(2m+1)+k,
故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
α2

n-2(α2β)(β2)2
m-1

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m+1)]

 

=

α2
n

β2
m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。命题得证。
命题6 设vk 是以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的非协边对合的法丛,ω(vk)=(1+

α)a(1+β)b(1+α2+β)d,若b和d 都是奇数,且a 是奇数,则以CP(2n)×HP(2m+1)为不动点集的非协边

对合不存在。
证明 根据a、b和d 满足的条件,有2a+4b+4d≥10,故k≥10。

σ4(1+y,z)=
k
4  +α+[a2  +1]α2, 

σ8(1+y,z)=
k
8  +α2β+[b+d2  +1]β2+含α的某些项,

令

σ'4(1+y,z)=σ4(1+y,z)+
k
4  =α+[a2  +1]α2,

可在σ8(x)上加一系列关于1、σ'2(x)的多项式得到

σ'8(1+y,x)=α2β+[
b+d
2  +1]β2,
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σ'8(1+y,z)=α2β+[
b+d

2  +1]β2+含α的高于3次的某些项。

  以下分
b+d

2  =0和
b+d

2  =1这2种情况来讨论。

1)
b+d

2  =0
a)

b+d

2n-1  =1或b+d≥2n-1

根据2a+4b+4d≥2n+1+2,有k≥2n+1+2。取
 

f(x)=[σ'4(x)]2
n-2[σ'8(x)]2

m-1+1,

由于f(x)的次数

deg(f(x))=2(2n-2)+8(2m-1+1)<2n+1+4(2m+1)+k,

故f(x)[M]=0。但由引理1有

    f(x)[M]=
[α+

a

2  α2]2n-2(α2β+β2)2m-1+1
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=

α2
n

β2
m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]

 

=1。

推出矛盾。

b)
b+d

2n-1  =0且b+d<2n-1

取f(x)=[σ'4(x)]2
n-2[σ'8(x)]2

m-1-2n-2+1,由于f(x)的次数

deg(f(x))=4(2n-2)+8(2m-1-2n-2+1)=2(2n)+4(2m)<2n+1+4(2m+1)+k,

故f(x)[M]=0。但由引理1有

f(x)[M]=
[α+

a

2  α2]2n-2(α2β+β2)2m-1-2n-2+1
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=

2N-(b+d)

2m  α2nβ2m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。

2)
b+d

2  =1
a)

b+d

2m  =0
取f(x)=[σ'4(x)]2

n-2σ'8(x),由于f(x)的次数

deg(f(x))=4(2n-2)+8)=<2n+2<2n+1+4(2m+1)+k,

故f(x)[M]=0。但由引理1有

f(x)[M]=
[α+

a

2  α2]2n-2(α2β)
(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d

[CP(2n)×HP(2m+1)]=

2N-(b+d)

2m  α2nβ2m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。
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b)
b+d
2m  =1

当
b+d
2  =1且

b+d
2m  =1时,b+d≥2m+2,根据

2a+4b+4d≥2+4(2m+2)=2m+2+10,
有k≥2m+2+10。类似可得:

σ'16(1+y,x)=β2+[
b+d
4  +1]β4+含α的高于5次的某些项,

取f(x)=[σ'2(x)]2[σ'4(x)]2
n-1-1[σ'8(x)]2

m-1-2n-2+1,由于f(x)的次数

deg(f(x))=4+8(2n-1-1)+8(2m-1-2n-2+1)=2n+1+2m+1+4<2n+1+4(2m+1)+k,
故f(x)[M]=0。但由引理1有

f(x)[M]=
α2(α2β)2

n-1-1(β2)2
m-1-2n-2+1

(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d
[CP(2n)×HP(2m+1)]=

α2
n

β2
m+1[CP(2n)×HP(2m+1)]=1。

推出矛盾。命题得证。
命题7 设vk 是以CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)为不动点集的对合的法丛,ω(vk)=(1+α)a(1+

β)b(1+α2+β)d,若b和d 都是偶数,则以CP(2n)×HP(2m+1)为不动点集的对合均协边。

证明 因为b和d 都是偶数,并且有ω(vk)=(1+α)a(1+β)b(1+α2+β)d,ω(F)=(1+α)2
n+1(1+

β)2
m+2,因此ω(vk)和ω(F)的表达式中的每一项只含有取β的偶数次幂,故法丛vk 所有示性数都为零,vk

协边,命题得证。
综合命题1—命题7,定理1得证。

3 结 语

利用Kosniowski-Stong定理给出的M 的示性数与不动点集法丛(F,ν)示性数之间的关系,通过构造合

适的对称多项式得到矛盾,否定对合流形的存在性;构造出以给定的F 为不动点集的协边对合,说明对合的

存在性,证明了不动点集F 为CP(2n)×HP(2m+1)(m≥n≥3)时,带有对合T 的光滑闭流形(M,T)存在

且协边。把不动点集为特殊乘积空间CP(1)×HP(n)和CP(4)×HP(2n+1)的对合所得到的结论推广到

了更一般的乘积空间CP(2n)×HP(2m+1)情形,丰富了不动点集是乘积空间的对合的等变协边分类问题,
也对研究不动点集为其他特殊流形的对合提供了借鉴和参考。

本文研究的仅是不动点集F 为特殊维数的复射影空间与四元数射影空间乘积的对合,未来拟对不动点

集为CP(2n)×HP(2m+1)的对合做进一步的研究。
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