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无穷区间上迭代泛函分数阶q-差分方程的正解
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摘 要:为了拓展分数阶q-差分方程的理论,研究了一类迭代泛函高阶分数阶q-差分方程边值问

题解的存在性,且这类方程在无穷区间上具有积分边界条件。首先,计算该边值问题的格林函数并

分析其特性;其次,给定合适的Banach空间以及范数,并据此构造积分算子;再次,通过运用单调迭

代技巧以及上下解方法,获得该问题正解的存在性定理;最后,通过具体的实例验证主要结果的有

效性与实用性。结果表明,在非线性项g 满足一定的增长条件下,无穷区间上迭代泛函分数阶q-
差分方程边值问题至少存在1个正解。研究结果丰富了分数阶q-差分方程可解性理论,反映了反

馈迭代项对解存在性的影响,为迭代泛函分数阶q-差分方程在控制工程、生物医学、人口理论、社
会经济等诸多领域中的应用提供了一定的理论参考。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

expand
 

the
 

theory
 

of
 

fractional
 

q-difference
 

equations,
 

the
 

existence
 

of
 

solutions
 

to
 

boundary
 

value
 

problems
 

of
 

a
 

class
 

of
 

iterative
 

functional
 

higher-order
 

fractional
 

q-difference
 

equations
 

with
 

integral
 

boundary
 

conditions
 

on
 

infinite
 

intervals
 

was
 

studied.
 

Firstly,
 

the
 

Green’s
 

function
 

of
 

fractional
 

difference
 

equation
 

boundary
 

value
 

problem
 

was
 

calculated
 

and
 

its
 

properties
 

were
 

studied.
 

Secondly,
 

an
 

appropriate
 

Banach
 

space
 

and
 

norm
 

were
 

introduced,
 

and
 

the
 

integral
 

operator
 

was
 

then
 

constructed.
 

Thirdly,
 

the
 

existence
 

theorem
 

of
 

positive
 

solution
 

of
 

the
 

problem
 

was
 

obtained
 

by
 

using
 

monotone
 

iterative
 

technique
 

and
 

upper
 

and
 

lower
 

solution
 

method.
 

Finally,
 

the
 

effectiveness
 

and
 

practicability
 

of
 

the
 

main
 

results
 

were
 

verified
 

by
 

a
 

concrete
 

example.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

under
 

certain
 

growth
 

conditions
 

of
 

the
 

nonlinear
 

term
 

g,
 

there
 

exists
 

at
 

least
 

one
 

positive
 

solution
 

to
 

the
 

boundary
 

value
 

problem
 

of
 

iterative
 

functional
 

fractional
 

quantum
 

difference
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equations
 

on
 

infinite
 

intervals.
 

The
 

research
 

results
 

enrich
 

the
 

solvability
 

theory
 

of
 

fractional
 

q-difference
 

equations,
 

reflect
 

the
 

influence
 

of
 

feedback
 

iterative
 

terms
 

on
 

the
 

existence
 

of
 

solutions,
 

and
 

provide
 

certain
 

theoretical
 

guidance
 

for
 

the
 

application
 

of
 

iterative
 

functional
 

fractional
 

q-difference
 

equations
 

in
 

many
 

fields
 

such
 

as
 

control
 

engineering,
 

biomedicine,
 

population
 

theory,
 

and
 

social
 

economy.
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  量子微积分,亦称q-微积分,20世纪初由JACKSON[1]提出,广泛应用于数学、量子理论和力学等领

域[2-5]。20世纪中叶,AI-SALAM[6]和AGARWAL[7]发展了分数阶q-微积分的一般性理论。近年来,分数

阶q-差分方程可解性理论取得了丰富的研究成果[8-13]。
自反馈是控制理论和工程技术中普遍存在的现象,迭代泛函微分方程是研究自反馈现象的关键工具。

EDER[14]研究了迭代泛函微分方程x'(t)=x(x(t)),引入了区间上饱和解的概念,并运用压缩映像原理得

到了解析解的存在性。FĚCKAN[15]利用不动点定理研究了一类迭代泛函微分方程u'(x)=f(u(u(x)))解
的存在性。近年来,迭代泛函分数阶微分方程可解性的研究取得了显著进展[16-19]。

2013年,WANG等[20]研究了参数为λ的迭代泛函分数阶微分方程
CDα

a,tx(t)=f(t,x(t),x(xv(t)))+λ, t∈ [a,b],

x(t)=φ(t), t∈ [a1,a],

x(t)=ψ(t), t∈ [b,b1]

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解的存在性,其中,CDα
a,t 是Caputo型分数阶导数,v∈R\{0},α∈(0,1),λ∈R,a1≤a<b≤b1,a1≤av

1 且

bv
1≤b1,f∈C([a,b]×[a1,b1]2,R),ψ∈C([b,b1],[a1,b1])。研究者运用Schauder不动点定理建立了解

的存在性定理。

2022年,曹丽丽等[21]研究了一类非瞬时脉冲分数阶迭代微分方程

Dα
s+
i
u(t)=f(t,u(t),u(u(t))), t∈ (si,ti+1],i=0,1,…,m,

u(t)=gi(t), t∈ (ti,si],i=1,2,…,m,

Δu(si)=0,
 

 i=1,2,…,m,

Δu(ti)=Qi(ti,u(ti)), i=1,2,…,m,

u(0)=0,

u(1)=u0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

正解的存在性和唯一性,其中,Dα
s+i
u(t)为Caputo型分数阶导数,1<α<2,J=[0,1],J0=J\{t1,t2,…,

tm},0=s0<t1<s1<…<si<ti+1<…<tm+1=1,f∈C(J3,ℝ),Qi∈C(J2,ℝ-),i=1,2,…,m,Δu(si)=
u(s+

i )-u(s-
i ),Δu(ti)=u(t+

i )-u(t-
i ),u(s+

i )、u(s-
i )分别是u(t)在si 的右极限和左极限,u(t+

i )、

u(t-
i )分别是u(t)在ti 的右极限和左极限。通过运用Schauder不动点定理和Banach压缩映射原理分别得

到了解的存在性和唯一性。

2023年,LIU等[22]研究了一类无穷区间上迭代泛函分数阶微分方程边值问题
 

CDα
0+ x(t)=f(t,x(t),x'(t),x(x(t))),  t∈ ℝ+:=[0,+∞),

x'(0)=a,

x″(0)=0,

x(ξ)=∫
+∞

0
p(t)x(t)dt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

解的存在性,其中,2<α<3,cDα
0+x(t)=

1
Γ(3-α)∫

t

0

x″(s)
(t-s)α-2ds代表Caputo型分数阶导数,f∈C(ℝ4+,

ℝ+),p∈L(ℝ+,ℝ+),a,ξ∈ ℝ+。通过求解微分不等式来确定上述方程的上解,并利用单调迭代技巧得

到了解的存在性结果。
目前,迭代泛函分数阶微分方程解的存在唯一性已得到众多学者运用不动点定理、单调迭代技巧等方法
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的广泛研究。但迭代泛函分数阶q-差分方程可解性的研究尚未见报道。基于此,本文研究一类无穷区间上

迭代泛函分数阶q-差分方程边值问题
cDα

qv(t)-g(t,v(t),Dqv(t),v(v(t)))=0,  t∈J:=[0,+∞),

Dqv(0)=λ,

D2
qv(0)=D3

qv(0)=…=Dn-1
q v(0)=0,

v(η)=∫
+∞

0
w(t)v(t)dqt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

的可解性,其中,n-1<α≤n,n∈ℕ且n≥3,λ,η∈J,g∈C(J×J3,J),w(t)∈L1
q(J,J),cDα

q 是Caputo型

分数阶q-导数。
本文假设条件如下:

C1)对于∀t∈J,函数g∈C(J×J3,J)有
0≤g(t,x2,y2,z2)-g(t,x1,y1,z1),

其中x1≤x2,y1≤y2,z1≤z2;

C2)存在函数li(t)∈Lq(J,J),i=1,2,3,对于∀t,x,y,z∈J 有

0≤g(t,x,y,z)≤l1(t)x+l2(t)y+l3(t)z,

∫
+∞

0
l1(s)(1+sα-1)dqs=l1 <+∞,

∫
+∞

0
l2(s)(1+sα-2)dqs=l2 <+∞

 

,

∫
+∞

0
l3(s)dqs=l3 <+∞,

∫
+∞

0
l3(s)(1+sα-1)α-1dqs=l4 <+∞

 

;

  C3)函数w(t)满足

0≤∫
+∞

0
w(τ)dqτ<1,

0≤∫
+∞

0
τα-1w(τ)dqτ<+∞,

ηα-1 ≤∫
+∞

η
(τ-η)

(α-1)w(τ)dqτ<+∞,

η≤∫
+∞

0
τw(τ)dqτ<+∞。

  为了方便,记Q(s)=∫
+∞

qs
(τ-qs)(α-1)w(τ)dqτ, s∈J。

1 预备知识

定义1 若存在函数v0=v0(t)且∫
+∞

0
Q(s)cDα

qv0(s)dqs<+∞,满足

cDα
qv0(t)≥g(t,v0(t),Dqv0(t),v0(v0(t))),  t∈J,

Dqv0(0)≥λ,

D2
qv0(0)=D3

qv0(0)=…=Dn-1
q v0(0)=0,

v0(η)≥∫
+∞

0
w(t)v0(t)dqt,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

则称v0=v0(t)是边值问题(1)的上解。

引理1[23] 设α,β≥0,函数f 在[0,1]上连续且导数存在,则下列等式成立:

i)(Dα
qIα

qf)(t)=f(t);

ii)(Iα
qIβ

qf)(t)=(Iα+β
q f)(t)。

引理2[24-25] 设α>0且n=[α]+1,则
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(Iα
q
cDα

qf)(t)=f(t)+c0+c1t+c2t2+…+cn-1tn-1,
其中c0,c1,…,cn-1 是任意常数。

引理3 若C3)成立,函数y(t)∈C(J,J),∫
+∞

0
Q(s)y(s)dqs<+∞,则分数阶q-差分方程边值问题

cDα
qv(t)=y(t),  t∈J,

Dqv(0)=λ,

D2
qv(0)=D3

qv(0)=…=Dn-1
q v(0)=0,

v(η)=∫
+∞

0
w(t)v(t)dqt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3)

有唯一解

v(t)=∫
+∞

0
U(t,qs)y(s)dqs+ψ(t), (4)

且

Dqv(t)=
1

Γq(α-1)∫
t

0
(t-qs)(α-2)y(s)dqs+λ,

其中

U(t,qs)=
1

ΛΓq(α)

∫
+∞

qs
(τ-qs)(α-1)w(τ)dqτ+Λ(t-qs)(α-1)-(η-qs)(α-1), 0≤qs≤min{η,t}<+∞,

∫
+∞

qs
(τ-qs)(α-1)w(τ)dqτ-(η-qs)(α-1), 0≤t≤qs<+∞,

∫
+∞

qs
(τ-qs)(α-1)w(τ)dqτ+Λ(t-qs)(α-1), η≤qs≤t<+∞,

∫
+∞

q
s(τ-qs)(α-1)w(τ)dqτ, max{η,t}≤qs<+∞,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5)

ψ(t)=
λ
Λ
(∫

+∞

0
τw(τ)dqτ-η)+λt,

Λ=1-∫
+∞

0
w(τ)dqτ。

证明 首先,对式(3)两边进行α阶q-积分,则有

v(t)=c0+c1t+c2t2+…+cn-1tn-1+Iα
qy(t),

由边界条件Dqv(0)=λ和D2
qv(0)=D3

qv(0)=…=Dn-1
q v(0)=0,可得c1=λ且c2=c3=…=cn-1=0。因此,

v(t)=c0+λt+
1

Γq(α)∫
t

0
(t-qs)(α-1)y(s)dqs。

  又由v(η)=∫
+∞

0
w(t)v(t)dqt,可得

c0=
1

ΛΓq(α)∫
+∞

0∫
+∞

qs
w(τ)(τ-qs)(α-1)dqτy(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)(α-1)y(s)dqs  +λ

Λ∫
+∞

0
τw(τ)dqτ-η  。

  于是,

v(t)=
1

ΛΓq(α)∫
+∞

0∫
+∞

qs
w(τ)(τ-qs)(α-1)dqτy(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)(α-1)y(s)dqs+Λ∫

t

0
(t-qs)(α-1)y(s)dqs  +

   λ
Λ∫

+∞

0
τw(τ)dqτ-η  +λt=

1
ΛΓq(α)∫

+∞

0
Q(s)y(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)(α-1)y(s)dqs+Λ∫

t

0
(t-qs)(α-1)y(s)dqs  +ψ(t)=

∫
+∞

0
U(t,qs)y(s)dqs+ψ(t),

且

 Dqv(t)=Dq(c0+λt+
1

Γq(α)∫
t

0
(t-qs)

(α-1)

y(s)dqs)=
1

Γq(α-1)∫
t

0
(t-qs)(α-2)y(s)dqs+λ。

证毕。
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引理4 假设C1)—C3)成立,则对于∀(t,qs)∈J×J,函数U(t,qs)和ψ(t)具有下列性质:

1)函数U(t,qs)是连续的;

2)0≤U(t,qs)≤
1

ΛΓq(α)∫
+∞

0
τα-1w(τ)dqτ+Λtα-1  ;

3)ψ(t)≥0。
证明  由条件C3)可知式(1)和(3)显然成立,下面只需证明式(2)成立。
显然Λ >0,当η≤qs<+∞ 时,U(t,qs)≥0成立;

当0≤qs≤η 时,(η-qs)(α-1)≤ηα-1 ≤∫
+∞

η
(τ-η)

(α-1)w(τ)dqτ≤∫
+∞

qs
(τ-qs)(α-1)w(τ)dqτ,

故0≤qs≤η 时,U(t,qs)≥0。于是,∀(t,qs)∈J×J,U(t,qs)≥0。
另一方面,对于 ∀(t,qs)∈J×J,可得

U(t,qs)≤
1

ΛΓq(α)∫
+∞

qs
(τ-qs)(α-1)w(τ)dqτ+Λ(t-qs)(α-1)  ≤ 1

ΛΓq(α)∫
+∞

0
τα-1w(τ)dqτ+Λtα-1  

 

。

证毕。
定义空间E:

E= v∈C1
q(J,J)|‖

v(t)
1+tα-1‖∞ <+∞,‖

Dqv(t)
1+tα-2‖∞ <+∞  ,

且赋予范数‖v‖E=max ‖
v(t)
1+tα-1‖∞,‖

Dqv(t)
1+tα-2‖∞  ,其中‖v(t)‖∞=sup

t∈J
v(t)。易证(E,‖·‖E)

为Banach空间。值得注意的是,Arzela-Ascoli定理在无穷区间上是失效的,因此需要引入以下紧性判定

准则。
引理5 设X⊂E 是一个有界子集。若满足

i)
v(t)
1+tα-1 v∈X  ,Dqv(t)

1+tα-2 v∈X  在J 的任意紧子区间上是等度连续的,

ii)∀ε>0,∃Υ=Υ(ε)>0,使得∀t1,t2>Υ(ε),v∈X,有
v(t2)
1+tα-1

2
-

v(t1)
1+tα-1

1
<ε,

Dqv(t2)
1+tα-2

2
-
Dqv(t1)
1+tα-2

1
<ε

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

成立,则X 在E 中是相对紧的。
证明 方法类似于文献[26]中的引理2.3的证明。
引理6 若C2)成立,∀v∈E,有

∫
+∞

0
g(t,v(t),Dqv(t),v(v(t)))|dqt≤∑

3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α。 (6)

  证明  ∀v∈E,由C2)知

 ∫
+∞

0
g(t,v(t),Dqv(t),v(v(t)))|dqt≤

∫
+∞

0
l1(t)v(t)+l2(t)Dqv(t)+l3(t)v(v(t))|dqt=

∫
+∞

0
l1(t)(1+tα-1)v(t)

1+tα-1+l2(t)(1+tα-2)Dqv(t)
1+tα-2+l3(t)(1+vα-1(t)) v(t)

1+vα-1(t)
|dqt≤

∫
+∞

0
l1(t)(1+tα-1)+l2(t)(1+tα-2)+l3(t)(1+vα-1(t))|dqt·‖v‖ ≤

∫
+∞

0
l1(t)(1+tα-1)+l2(t)(1+tα-2)+l3(t)(1+(1+tα-1)α-1)|dqt·‖v‖=

∫
+∞

0
l1(t)(1+tα-1)dqt+∫

+∞

0
l2(t)(1+tα-2)dqt+∫

+∞

0
l3(t)dqt  ‖v‖+

   ∫
+∞

0
l3(t)(1+(1+tα-1)α-1)dqt·‖v‖α =
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(l1+l2+l3)‖v‖+l4‖v‖α =∑
3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α。

证毕。

2 主要结论

定义算子T:P→E 为
 

(Tv)(t)=∫
+∞

0
U(t,qs)g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+ψ(t), t∈J,

且

Dq(Tv)(t)=
1

Γq(α-1)∫
t

0
(t-qs)(α-2)g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+λ,

其中P={v∈E|v(t)≥0,Dqv(t)≥0,t∈J}是一个锥。
显然,v∈P 是方程(1)的正解当且仅当v 是算子T 的不动点。
引理7 假设C1)—C3)成立,则算子T:P→P 是全连续的。
证明 首先,证明∀v∈P 使得Tv∈P。由引理4和C1)易得(Tv)(t)≥0,Dq(Tv)(t)≥0。
应用引理4和引理6,可得

0≤
Tv(t)
1+tα-1=∫

+∞

0

U(t,qs)
1+tα-1g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+ ψ(t)

1+tα-1 ≤

∫
+∞

0

1
ΛΓq(α)∫

+∞

0
τα-1w(τ)dqτ+Λtα-1  
1+tα-1 g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+ ψ(t)

1+tα-1 ≤

∫
+∞

0

K +Λtα-1

ΛΓq(α)(1+tα-1)g
(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+ ψ(t)

1+tα-1 ≤

∑
3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  K +Λtα-1

ΛΓq(α)(1+tα-1)+
ψ(t)
1+tα-1 ≤

K +Λ
ΛΓq(α)∑

3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  + ψ(t)

1+tα-1 <+∞,

且

0≤
Dq(Tv)(t)
1+tα-2 =

1
Γq(α-1)∫

t

0

(t-qs)(α-2)

1+tα-2 g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+
λ

1+tα-2 ≤

1
Γq(α-1)

tα-2

1+tα-2∫
t

0
g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+λ≤

1
Γq(α-1)∫

t

0
g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+λ≤

1
Γq(α-1)∫

+∞

0
g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+λ≤

1
Γq(α-1)∑

3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  +λ<+∞,

其中,K =∫
+∞

0
τα-1w(τ)dqτ。 因此,Tv ∈E,(Tv)(t)≥0,Dq(Tv)(t)≥0,可得 ∀v ∈P,Tv ∈P,

即T:P →P。
其次,证明T:P →P 是连续的。设vn,v∈P 且n→ ∞ 时vn →v,根据函数g 的连续性及Lebesgue

控制收敛定理,有
 

Tvn

1+tα-1-
Tv

1+tα-1
∞
=sup

t∈R+∫
+∞

0

U(t,qs)
1+tα-1

(g(s,vn(s),Dqvn(s),vn(vn(s)))-g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s))))dqs ≤

K+Λ
ΛΓq(α)∫

+∞

0
|g(s,vn(s),Dqvn(s),vn(vn(s)))-g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))|dqs→0(n→ ∞),
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且

Dq(Tvn)
1+tα-2 -

Dq(Tv)
1+tα-2

∞
=

sup
t∈R+

1
Γq(α-1)∫

t

0

(t-qs)(α-2)

1+tα-2
(g(s,vn(s),Dqvn(s),vn(vn(s)))-g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s))))dqs ≤

tα-2

Γq(α-1)(1+tα-2)∫
+∞

0
g(s,vn(s),Dqvn(s),vn(vn(s)))-g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))|dqs≤

1
Γq(α-1)∫

+∞

0
g(s,vn(s),Dqvn(s),vn(vn(s)))-g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))|dqs→0(n→ ∞)。

综上,‖Tvn -Tv‖E →0(n→ ∞)。故算子T:P →P 是连续的。
再次,证明算子T 是一致有界的。
定义有界集Ω={v(t)∈P:‖v(t)‖E ≤M},对于任意的v(t)∈Ω,由引理4和引理6,有

‖ Tv
1+tα-1‖∞ =sup

t∈R+∫
+∞

0

U(t,qs)
1+tα-1g(s,vn(s),Dqvn(s),vn(vn(s)))dqs + ψ(t)

1+tα-1 ≤

K +Λ
ΛΓq(α)∑

3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  +

λ
Λ
(∫

+∞

0
τw(τ)dqτ-η)+λt

1+tα-1 ≤

K +Λ
ΛΓq(α)∑

3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  +λ

Λ
(c-η)+λ,

且

‖
Dq(Tv)(t)
1+tα-2 ‖∞ =sup

t∈R+

1
Γq(α-1)∫

t

0

(t-qs)(α-2)

1+tα-2 g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs +
λ

1+tα-2 ≤

1
Γq(α-1)∫

t

0
g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+λ≤

1
Γq(α-1)∫

+∞

0
g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))dqs+λ≤

1
Γq(α-1)∑

3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  +λ,

其中,c=∫
+∞

0
τw(τ)dqτ。因此,

‖Tv‖E ≤max
K+Λ
ΛΓq(α)∑

3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  +λ

Λ
(c-η)+λ; 1

Γq(α-1)∑
3

i=1
li‖v‖+l4‖v‖α  +λ  ,

即T 是一致有界的。
再其次,证明T 在J 的任意紧子区间J1 上是等度连续的。
对于任意的v(t)∈Ω,当t1,t2 ∈J1 且t2 >t1 时,有
(Tv)(t2)
1+tα-1

2
-
(Tv)(t1)
1+tα-1

1
≤

  1
ΛΓq(α)

1
1+tα-1

2
-

1
1+tα-1

1 ∫
+∞

0
Q(s)Gv(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)(α-1)Gv(s)dqs  +

     1
Γq(α)∫

t1

0

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

Gv(s)dqs+∫
t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs+

     
1

1+tα-1
2

-
1

1+tα-1
1

λ
Λ
(c-η)+λ

t2
1+tα-1

2
-

t1
1+tα-1

1
≤

  1
ΛΓq(α)

tα-1
1 -tα-1

2

(1+tα-1
2 )(1+tα-1

1 )∫
+∞

0
Q(s)Gv(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)(α-1)Gv(s)dqs  +

     1
Γq(α)∫

t1

0

(t2-qs)(α-1)-(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs+
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  ∫
t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs+
tα-1
1 -tα-1

2

(1+tα-1
2 )(1+tα-1

1 )
λ
Λ
(c-η)+λ

t2-t1
1+tα-1

2
→0(t1 →t2),

且

Dq(Tv)(t2)
1+tα-2

2
-

Dq(Tv)(t1)
1+tα-2

1
=

  1
Γq(α-1)

∫
t2

0
(t2-qs)(α-2)Gv(s)dqs+λ

1+tα-2
2

-
∫

t1

0
(t1-qs)(α-2)Gv(s)dqs+λ

1+tα-2
1

≤

  1
Γq(α-1)∫

t1

0
[
(t2-qs)(α-2)

1+tα-2
2

-
(t1-qs)(α-2)

1+tα-2
1

]Gv(s)dqs-∫
t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs +

       λ
1

1+tα-2
2

-
1

1+tα-2
1

≤

  1
Γq(α-1)∫

t1

0

(t2-qs)(α-2)-(t1-qs)(α-2)

1+tα-2
2

Gv(s)dqs+

       1
Γq(α-1)∫

t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs+λ
tα-2
1 -tα-2

2

(1+tα-2
2 )(1+tα-2

1 )
→0(t1 →t2),

其中Gv(s)=g(s,v(s),Dqv(s),v(v(s)))。于是,算子T 是等度连续的。
最后,证明T 在无穷远处是等度收敛的。由引理5可知 ∀ε>0,∃Υ=Υ(ε)使得 ∀t1,t2 >Υ,有

v(t2)
1+tα-1

2
-

v(t1)
1+tα-1

1
<ε, 

Dqv(t2)
1+tα-2

2
-

Dqv(t1)
1+tα-2

1
<ε。

进一步,对于 ∀ε>0,存在常数L >0,使得

∫
+∞

L
Gv(s)dqs<ε

 

。

另一方面lim
t→∞

tγ

1+tγ =1,γ∈ {α-1,α-2},则存在足够大的Υ1 >0,使得对于 ∀t2 >t1 >Υ1,有

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

<ε, 
tα-2
2

1+tα-2
2

-
tα-2
1

1+tα-2
1

<ε。

类似地lim
t→∞

(t-L)(ρ-1)

1+tρ-1 =1,ρ={α-1,α},存在足够大的Υ2>L 使得 ∀t2>t1>Υ2 且0≤qs≤L,

有

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

<ε,
 (t2-qs)(α-2)

1+tα-2
2

-
(t1-qs)(α-2)

1+tα-2
1

<ε。

同时,因为lim
t→∞

t
1+tα =0,那么 ∃Υ3 >0,∀t2 >t1 >Υ3 使得

t2
1+tα-1

2
-

t1
1+tα-1

1
<ε。

取Υ=max{Υ1,Υ2,Υ3},对于任意的v(t)∈Ω,t2 >t1 >Υ,当t1 →t2,有
(Tv)(t2)
1+tα-1

2
-
(Tv)(t1)
1+tα-1

1
≤

  1
ΛΓq(α)

1
1+tα-1

2
-

1
1+tα-1

1 ∫
+∞

0
Q(s)Gv(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)(α-1)Gv(s)dqs  +

      1
Γq(α)∫

t1

0

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

Gv(s)dqs+∫
t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs  +
      λ

Λ
(c-η)

1
1+tα-1

2
-

1
1+tα-1

1
+λ

t2
1+tα-1

2
-

t1
1+tα-1

1
≤

  1
ΛΓq(α)

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1 ∫

+∞

0
Q(s)Gv(s)dqs+ max

s∈[0,η],v∈Ω
Gv(s)∫

η

0
(η-qs)(α-1)dqs  +

      1
Γq(α)∫

t1

0

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

Gv(s)dqs+
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  1
Γq(α)∫

t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs+
λ
Λ
(c-η)

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+λ
t2

1+tα-1
2

-
t1

1+tα-1
1

=

  1
ΛΓq(α)

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1 ∫

+∞

0
Q(s)Gv(s)dqs+

max
s∈[0,η],v∈Ω

Gv(s)

ΛΓq(α+1)ηα tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+

      1
Γq(α)∫

t1

0

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

Gv(s)dqs+

  1
Γq(α)∫

t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs+
λ
Λ
(c-η)

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+λ
t2

1+tα-1
2

-
t1

1+tα-1
1

≤

  K
ΛΓq(α)

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1 ∫

+∞

0
Gv(s)dqs+

max
s∈[0,η],v∈Ω

Gv(s)

ΛΓq(α+1)ηα tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+

      1
Γq(α)∫

L

0

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

Gv(s)dqs+

      1
Γq(α)∫

+∞

L

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

+
(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 Gv(s)dqs+

      λ
Λ
(c-η)

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+λ
t2

1+tα-1
2

-
t1

1+tα-1
1

≤

  KM *

ΛΓq(α)
ε+

ηα max
s∈[0,η],v∈Ω

Gv(s)

ΛΓq(α+1)
ε+

max
s∈[0,L],v∈Ω

Gv(s)

Γq(α) ∫
L

0

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

-
(t1-qs)(α-1)

1+tα-1
1

dqs+

      3
Γq(α)∫

+∞

L
Gv(s)dqs+

λ
Λ
(c-η)ε+λε≤

  KM *

ΛΓq(α)
+
ηα max

s∈[0,η],v∈Ω
Gv(s)

ΛΓq(α+1) +
3+ max

s∈[0,L],v∈Ω
Gv(s)

Γq(α)
+

λ
Λ
(c-η)+λ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ε,

且

Dq(Tv)(t2)
1+tα-2

2
-

Dq(Tv)(t1)
1+tα-2

1
=

  1
Γq(α-1)

∫
t2

0
(t2-qs)(α-2)Gv(s)dqs+λ

1+tα-2
2

-
∫

t1

0
(t1-qs)(α-2)Gv(s)dqs+λ

1+tα-2
1

≤

  1
Γq(α-1)∫

t1

0
[
(t2-qs)(α-2)

1+tα-2
2

-
(t1-qs)(α-2)

1+tα-2
1

]Gv(s)dqs-∫
t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs +

      λ
1

1+tα-2
2

-
1

1+tα-2
1

≤

  1
Γq(α-1)∫

t1

0

(t2-qs)(α-2)-(t1-qs)(α-2)

1+tα-2
2

Gv(s)dqs+

      1
Γq(α-1)∫

t2

t1

(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2

Gv(s)dqs+λ
tα-2
1 -tα-2

2

(1+tα-2
2 )(1+tα-2

1 )
≤

  1
Γq(α-1)∫

L

0

(t2-qs)(α-2)

1+tα-2
2

-
(t1-qs)(α-2)

1+tα-2
1

Gv(s)dqs+

      1
Γq(α-1)∫

+∞

L

(t2-qs)(α-2)

1+t2α-2 -
(t1-qs)(α-2)

1+tα-2
1

+
(t2-qs)(α-1)

1+tα-1
2  Gv(s)dqs+λε≤

  εL
Γq(α-1)

max
s∈[0,L],v∈Ω

Gv(s)+
3

Γq(α-1)∫
+∞

L
Gv(s)dqs+λε≤

  
L

 

max
s∈[0,L],v∈Ω

Gv(s)+3

Γq(α-1) +λ
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ε。

综上可得,算子T 是等度收敛的。于是,T:P →P 是全连续的。

引理8 若C3)成立,v∈E,∫
+∞

0
Q(s)cDα

qv(s)dqs<+∞,且满足
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cDα
qv(t)≥y(t), t∈J,

Dqv(0)≥0,

D2
qv(0)=D3

qv(0)=…=Dn-1
q v(0)=0,

v(η)≥∫
+∞

0
w(t)v(t)dqt,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

则当t∈J,v∈P 时v(t)≥0,Dqv(t)≥0。

证明  设cDα
qv(t)=y(t)≥0,Dqv(0)=m ≥0,d≥0,v(η)=∫

+∞

0
w(t)v(t)dqt+d,有

cDα
qv(t)=y(t), t∈J,

Dqv(0)=m,

D2
qv(0)=D3

qv(0)=…=Dn-1
q v(0)=0,

v(η)=∫
+∞

0
w(t)v(t)dqt+d。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

类似引理3的求解过程,上述方程有唯一解

v(t)=∫
+∞

0
U(t,qs)y(s)dqs+ψ(t)+

d
Λ ≥0,

Dqv(t)=
1

Γq(α-1)∫
t

0
(t-qs)(α-2)y(s)dqs+λ≥0。

定理1 假设C1)—C3)成立,若边值问题(1)有上解v0=v0(t),则边值问题(1)至少有1个正解v* =

v*(t)且0≤v*(t)≤v0(t),Dqv*(t)≥0,t∈J。

证明  若v1=v1(t)是式
cDα

qv1(t)=g(t,v0(t),Dqv0(t),v0(v0(t))), t∈J,

Dqv1(0)=λ,D2
qv1(0)=D3

qv1(0)=…=Dn-1
q v1(0)=0,

v1(η)=∫
+∞

0
w(t)v1(t)dqt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(7)

的唯一解,则由引理3可知v1(t)=∫
+∞

0
U(t,qs)g(s,v0(s),Dqv0(s),v0(v0(s)))dqs+ψ(t)。

由定义1和式(7)可得
cDα

q(v0(t)-v1(t))≥0, t∈J,

Dq(v0(t)-v1(0))≥0,

D2
qv0(0)-D2

qv1(0)=D3
qv0(0)-D3

qv1(0)= …=Dn-1
q v0(0)-Dn-1

q v1(0)=0,

v0(η)-v1(η)≥∫
+∞

0
w(t)(v0(t)-v1(t))dqt。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

根据引理8可得v0(t)-v1(t)≥0,Dq(v0(t)-v1(0))≥0,即v1(t)≤v0(t)∈P。
由假设C1)、C2)和式(7)有

cDα
qv1(t)=g(t,v0(t),Dqv0(t),v0(v0(t)))≥g(t,v1(t),Dqv1(t),v1(v1(t))), t∈J,

Dqv1(0)≥λ,

D2
qv1(0)=D3

qv1(0)=…=Dn-1
q v1(0)=0,

v1(η)≥∫
+∞

0
w(t)v1(t)dqt,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

且0≤∫
+∞

0
Q(s)cDα

qv1(s)dqs=∫
+∞

0
Q(s)g(t,v0(s),Dqv0(s),v0(v0(s)))dqs≤∫

+∞

0
Q(s)cDα

qv0(s)dqs<+∞,根

据上解的定义可知,v1=v1(t)是边值问题(1)的上解。
将v0=v0(t)作为起始点,建立边值问题(1)的一个上解序列{vi}⊂P,

vi+1=vi+1(t)=(Tvi)(t)=∫
+∞

0
U(t,qs)g(s,vi(s),Dqvi(s),vi(vi(s)))+ψ(t), i=1,2,…。

易证0≤ … ≤vi+1≤vi ≤ … ≤v2≤v1≤v0,即{vi}⊂P 是单调递减的有界序列。由算子T 的全
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连续性可知,存在v* ∈P 使得lim
i→∞

 
vi=v*,且v* =Tv*。这说明,v* 是算子T 的一个不动点,且v* ≥0,

Dqv*(t)≥0,方程(1)有1个正解v* =v*(t)且是单调递减的,即若λ≠0或 ∀t∈J,g(t,x,y,z)≢0
则v* =v*(t)是方程(1)的一个非平凡解。

3 应用举例

考虑迭代泛函分数阶q-差分方程边值问题
cD2.5

0.5v(t)-g(t,v(t),D0.5v(t),v(v(t)))=0, t∈ [0,+∞),

Dqv(0)=1,

D2
qv(0)=D3

qv(0)=…=Dn-1
q v(0)=0,

v(115
)=∫

+∞

0
w(t)v(t)dqt,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(8)

其中q=0.5,α=2.5,g(t,x,y,z)=e-tln(1+x)+2e-ty+e-2tz,λ=
3
4
,w(t)=e-3t,η=

1
15
。

对于t∈ [0,+∞),xi,yi,zi ∈ [0,+∞),i=1,2,

0≤g(t,x2,y2,z2)-g(t,x1,y1,z1), x1 ≤x2,y1 ≤y2,z1 ≤z2,

取l1(t)=e
-

t
2,l2(t)=3e-t,l3(t)=e-t,可以得到

∫
+∞

0
l1(s)(1+sα-1)dqs=l1 ≈6.867

 

2<+∞,∫
+∞

0
l2(s)(1+sα-2)dqs=l2 ≈4.081

 

8<+∞,

∫
+∞

0
l3(s)dqs=l3 ≈0.721

 

3<+∞,∫
+∞

0
l3(s)(1+sα-1)α-1dqs=l4 ≈3.152

 

1<+∞,

且0≤g(t,x,y,z)≤l1(t)x+l2(t)y+l3(t)z。因此,条件C1)和C2)满足。
通过计算,有

0≤∫
+∞

0
w(τ)dqτ=∫

+∞

0
e-3τdqτ≈0.240

 

4<1,0≤∫
+∞

0
τα-1w(τ)dqτ=∫

+∞

0
τ

3
2e-3τdqτ≈0.061

 

5<+∞,

ηα-1=(
1
15
)1.5 ≈0.017

 

2≤∫
+∞

η
(τ-η)

(α-1)w(τ)dqτ=∫
+∞

1
15

(τ-
1
15
)(1.5)e-3τdqτ≈0.050

 

4<+∞,

η=
1
15≤∫

+∞

0
τw(τ)dqτ=∫

+∞

0
τe-3τdqτ≈0.080

 

1<+∞,

即条件C3)成立。

取初值v0(t)=3tα +t+
1
2=3t2.5+t+

1
2
,则cDα

qv0(t)=3Γq(3.5)≈5.880
 

6,

且Q(s)=∫
+∞

qs
(τ -qs)(α-1)w(τ)dqτ =∫

+∞

qs
(τ -qs)(1.5)e-3τdqτ ≈0.169

 

5e-3s,∫
+∞

0
Q(s)cDα

qv0(s)dqs=

0.239
 

6<+∞,
 

h(t):=g(t,v0(t),Dqv0(t),v0(v0(t)))=

e-tln(32+3t2.5+t)+e-t[3(1-0.52.5)t1.5+1]+e-2t[3(3t2.5+t+)2.5+3t2.5+t+1]。

易知,当t∈ [0,+∞)时,函数h(t)有最大值h(0)≈2.935
 

7。
cDα

qv0(t)=3Γq(3.5)>maxt∈Jh(t)=g(t,v0(t),Dqv0(t),v0(v0(t))), t∈J,

Dqv0(0)=1>
3
4=λ,

D2
qv0(0)=D3

qv0(0)=…=Dn-1
q v0(0)=0,

v0(η)=v0(
1
15
)=3×(

1
15
)2.5+

1
15+

1
2 ≈0.570

 

1≥∫
+∞

0
w(t)v0(t)dqt≈0.354

 

2,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

则v0=v0(t)是上述边值问题的上解。
因此,根据定理1可知,边值问题(8)至少有1个解v* =v*(t)。
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4 结 语

运用上下解法和单调迭代技术,探讨了一类无穷区间上迭代泛函高阶分数阶q-差分方程边值问题的可

解性,得到了无穷区间上迭代泛函分数阶q-差分方程的最大正解。当q→1-时,方程可退化为文献[22]研
究的方程并包含其结果。研究结果丰富了非线性分数阶量子差分方程可解性理论,为这类方程在生物工程

等科学领域的应用提供了理论参考。未来可利用Krasnosel'skii不动点定理以及一些新的不动点定理研究

迭代泛函分数阶q-差分方程非局部问题、无穷区间共振问题等的可解性,并尝试研究其数值解法。
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