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无穷区间上带p-Laplacian算子的分数阶

q-差分方程的迭代正解
王菊芳1,张金叶1,禹长龙1,2

(1.河北科技大学理学院,河北石家庄 050018;

2.北京工业大学数学统计学与力学学院交叉科学研究院,北京 100124)

摘 要:为了丰富分数阶q-差分方程边值问题的基本理论,研究了一类无穷区间上带p-Laplacian
算子的非线性分数阶q-差分方程边值问题。首先,计算线性分数阶q-差分方程边值问题的Green
函数并研究其性质;其次,引入无穷区间上的紧性判定准则并在抽象空间上构造积分算子;再次,选
取初值函数,运用单调迭代技巧,获得边值问题正解的存在性;最后,通过实例验证所得结果的有效

性。结果表明,在赋予非线性项f 一定的增长条件下,通过构造迭代序列,可得到分数阶q-差分方

程的最大和最小正解。研究结果拓展了已有的相关结论,为分数阶q-差分方程在数学、物理等领

域的进一步应用提供了理论参考。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

enrich
 

the
 

basic
 

theory
 

of
 

boundary
 

value
 

problems
 

for
 

fractional
 

q-difference
 

equations,
 

the
 

boundary
 

value
 

problems
 

for
 

a
 

class
 

of
 

nonlinear
 

fractional
 

q-difference
 

equations
 

with
 

p-Laplacian
 

operator
 

on
 

infinite
 

intervals
 

were
 

explored.
 

Firstly,
 

the
 

Green
 

function
 

of
 

the
 

boundary
 

value
 

problem
 

of
 

linear
 

fractional
 

q-difference
 

equation
 

was
 

calculated
 

and
 

its
 

properties
 

were
 

studied.
 

Secondly,
 

the
 

compactness
 

criterion
 

on
 

infinite
 

intervals
 

was
 

introduced
 

and
 

the
 

integral
 

operator
 

on
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an
 

abstract
 

space
 

was
 

constructed.
 

Thirdly,
 

by
 

selecting
 

the
 

initial
 

value
 

functions
 

and
 

using
 

the
 

monotone
 

iterative
 

technique,
 

the
 

existence
 

of
 

positive
 

solutions
 

for
 

the
 

boundary
 

value
 

problem
 

were
 

obtained.
 

Finally,
 

the
 

validity
 

of
 

obtained
 

results
 

was
 

verified
 

through
 

an
 

example.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

when
 

certain
 

increasing
 

condition
 

is
 

given
 

to
 

the
 

nonlinear
 

term
 

f,
 

the
 

maximum
 

and
 

minimum
 

positive
 

solutions
 

of
 

the
 

fractional
 

q-difference
 

equation
 

can
 

be
 

obtained
 

by
 

establishing
 

iterative
 

sequences.
 

The
 

research
 

results
 

extend
 

the
 

existing
 

relevant
 

conclusions
 

and
 

provide
 

theoretical
 

reference
 

for
 

the
 

further
 

application
 

of
 

fractional
 

q-difference
 

equations
 

in
 

mathematics,
 

physics
 

and
 

other
 

fields.
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  量子微积分,又称q-微积分,基本定义最早由JACKSON[1]建立,广泛应用于超几何级数、复分析、粒子

物理、量子力学等领域。20世纪中期,AL-SALAM[2]和AGARWAL[3]进一步提出了分数阶q-微积分的概

念。与经典的q-微积分相比,分数阶q-微积分能更准确地描述各种材料和过程中的记忆和遗传等现象[4-8]。
随着分数阶q-微积分理论的不断发展,人们对分数阶q-差分方程的研究日益深入。近年来,关于分数阶q-
差分方程边值问题的可解性取得了许多优秀的成果[9-17]。

与此同时,带p-Laplacian算子的分数阶微分方程作为非牛顿力学、弹性理论、天体物理学和经典电学

等诸多领域中的重要数学模型备受关注。众多学者研究了有限区间上包含各类边界条件的带p-Laplacian
算子的分数阶微分方程[18-21]。事实上,与有限区间相比,无穷区间上的边值问题在现实生活中更为常见。
例如:它们自然地出现在非线性椭圆方程径向对称解、半无穷多孔介质气压模型、不稳定气流流速等系列问

题中[22-25]。当前,关于无穷区间上带p-Laplacian算子的分数阶边值问题研究正处于快速发展阶段。2015
年,WANG等[26]利用单调迭代技巧研究了一类高阶分数阶微分方程

Dβ
0+
(φp(Dα

0+ x(t)))+a(t)f(t,x(t),(Tx)(t),(Sx)(t))=0, t∈J,

x(0)=x'(0)=…=x(n-2)(0)=0,

Dα
0+ x(0)=0, limt→+∞

Dα-1
0+ x(t)=∫

+∞

0
h(t)x(t)dt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

正解的存在性。其中,J:=[0,+∞);0<β≤1;n-1<α≤n;n∈ℕ且n≥2;φp(s)=|s|p-2s(p>1);Dα
0+

和

Dβ
0+

是Riemann-Liouville型分数阶导数;a(t)∈L(J,J);f∈C(J×J×J×J,J);h(t)∈L(J,J)。

2021年,FENIZRI等[27]利用Krasnoselskii不动点定理,研究了一类具有积分边界条件的分数阶边值

问题

Dδ
0+
(φp(Dα

0+ x(t)))+a(t)f(t,x(t),Dα-1
0+
(t))=0, t∈J,

x(0)=0, I1-δ0+ (φp(Dα
0+ x(0)))=0,

Dα-2
0+ x(0)=∫

+∞

0
h(t)x(t)dt, Dα-1

0+ x(+∞)=∫
+∞

0
g(t)x(t)dt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

解的存在性。其中,0<δ≤1;2<α≤3;a(t)∈L(J,J);f∈C(J×ℝ2,ℝ);g(t)和h(t)均为非负函数。
值得注意的是,目前对于无穷区间上带p-Laplacian算子的分数阶q-差分方程的研究尚显不足,特别是

当该类问题的非线性项包含未知函数的任意低阶分数阶q-导数时,相关结果更为有限。基于上述情况,本
文研究如下边值问题

Dβ
q(φp(Dα

qu(t)))+a(t)f(t,u(t),(Q1u)(t),(Q2u)(t),D
γ1
qu(t),…,D

γn-1
q u(t))=0, t∈J,

u(0)=Dqu(0)=…=Dn-2
q u(0)=0,

φp(Dα
qu(0))=Dq(φp(Dα

qu(0)))=…=Dn-2
q (φp(Dα

qu(0)))=0,

Dα-1
q u(+∞)=∫

+∞

0
g(t)u(t)dqt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

正解的存在性。其中,0<q<1;0<β≤n-1;n-1<α≤n;n-i<α-γi≤n-i+1;n∈ℕ且n≥2;

D(·)
q 是Riemann-Liouville型分数阶q-导数;φp(s)=|s|p-2s(p>1);a(t)∈C(J,J);f∈C(J×ℝn+2,J);

g(t)是非负函数且满足∫
+∞

0
g(t)tα-1dqt:=Λ <Γq(α)。
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此外,(Q1u)(t)=∫
t

0
H1(t,s)u(s)dqs,(Q2u)(t)=∫

+∞

0
H2(t,s)u(s)dqs。其中,H1(t,s)∈C(D,J);

D={(t,s)∈J×J,t≥s};H2(t,s)∈C(J×J,J)。
本文用到的假设如下:
(A1)f∈C(J×ℝn+2,J),f(t,0,…,0)≢0,且当变量u1,u2,u3,v1,…,vn-1 有界时,对于任意的t∈

J,函数f(t,(1+tα-1)u1,u2,u3,(1+t
α-γ1-1)v1,…,(1+t

α-γn-1-1)vn-1)是有界的;
(A2)a(t)∈C(J,J),a(t)≢0,且

0<∫
+∞

0
φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)dqτ)dqs=Kp <+∞;

  (A3)H1(t,s),H2(t,s)∈Lq[0,+∞),且

0<sup
t∈J∫

t

0
H1(t,s)(1+sα-1)dqs=h*

1 <+∞,

0<sup
t∈J∫

+∞

0
H2(t,s)(1+sα-1)dqs=h*

2 <+∞;

  (A4)对于任意的t∈J,函数f(t,u1,u2,u3,v1,…,vn-1)关于变量u1,u2,u3,v1,…,vn-1 是递增的。

1 预备知识

定义1[3] 设α≥0,函数f 定义在[0,1]上,则Riemann-Liouville型分数阶q-积分为I0qf(t)=f(t),且

(Iα
qf)(t)=

1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)f(s)dqs, α>0, t∈ [0,1]。

  定义2[4]
 

 设α≥0,函数f 定义在[0,1]上,则 Riemann-Liouville型分数阶q-导数为 D0
qf(t)=

f(t),且
(Dα

qf)(t)=(Dn
qIn-α

q f)(t), α>0,
其中,n 是大于等于α的最小整数。

引理1[4]
 

 设α,β≥0,函数f 定义在[0,1]上,则下列等式成立:
(i)(Iβ

qIα
qf)(t)=(Iα+β

q f)(t);
(ii)(Dα

qIα
qf)(t)=f(t);

(iii)Iβ
qtλ=

Γq(λ+1)
Γq(λ+β+1)

tλ+β, λ>-1。

引理2[5] 设α≥0,n 是一个正整数,则下式成立:

(Iα
qDn

qf)(t)=(Dn
qIα

qf)(t)-∑
n-1

k=0

tα-n+k

Γq(α-n+k+1)
(Dk

qf)(0)。

  引理3 若函数h(t)∈Lq[0,+∞),则线性分数阶q-差分方程边值问题

Dβ
q(φp(Dα

qu(t)))+h(t)=0, t∈J,

u(0)=Dqu(0)=…=Dn-2
q u(0)=0,

φp(Dα
qu(0))=Dq(φp(Dα

qu(0)))=…=Dn-2
q (φp(Dα

qu(0)))=0,

Dα-1
q u(+∞)=∫

+∞

0
g(t)u(t)dqt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

有唯一解

u(t)=ζp∫
+∞

0
G(t,qs)φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)h(τ)dqτ)dqs, (3)

其中

ζp =(Γq(β))
1
1-p,G(t,qs)=G1(t,qs)+G2(t,qs),

且

G1(t,qs)=
1

Γq(α)
tα-1-(t-qs)(α-1), 0≤qs≤t<+∞,

tα-1, 0≤t≤qs<+∞, 
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G2(t,qs)=
tα-1

Γq(α)-Λ∫
+∞

0
g(t)G1(t,qs)dqt。

  证明:对分数阶q-差分方程(2)两边同时积分,由引理2可得

φp(Dα
qu(t))=-Iβ

qh(t)+c1tβ-1+c2tβ-2+…+cn-1tβ-(n-1),

其中 c1,c2,…,cn-1 是 待 定 系 数。由 边 界 条 件 φp (Dα
qu (0))=Dq (φp (Dα

qu (0)))= … =
Dn-2

q (φp(Dα
qu(0)))=0可得,c1=c2=…=cn-1=0。因此,

φp(Dα
qu(t))=-

1
Γq(β)∫

t

0
(t-qτ)(β-1)h(τ)dqτ,

且

Dα
qu(t)=-φ-1

p
1

Γq(β)∫
t

0
(t-qτ)(β-1)h(τ)dqτ  。

  又由引理2,有

u(t)= -
1

Γq(α)∫
t

0
(t-qs)(α-1)φ-1

p
1

Γq(β)∫
s

0
(s-qτ)(β-1)h(τ)dqτ  dqs+

d1tα-1+d2tα-2+…+dntα-n。

  令ψ(s)=φ-1
p

1
Γq(β)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)h(τ)dqτ  。由边界条件u(0)=Dj

qu(0)=0,j=1,…,n-2和

Dα-1
q u(+∞)=∫

+∞

0
g(t)u(t)dqt,可得

d1=
1

Γq(α)
(∫

+∞

0
g(t)u(t)dqt+∫

+∞

0
ψ(s)dqs), d2=d3=…=dn =0,

此时,

u(t)= -∫
t

0

(t-qs)(α-1)

Γq(α) ψ(s)dqs+
tα-1

Γq(α)
(∫

+∞

0
g(t)u(t)dqt+∫

+∞

0
ψ(s)dqs)=

∫
+∞

0
G1(t,qs)ψ(s)dqs+

tα-1

Γq(α)∫
+∞

0
g(t)u(t)dqt

 

。 (4)

  在式(4)等号两边同时乘以g(t),并从0到+∞积分,可得

∫
+∞

0
g(t)u(t)dqt=∫

+∞

0
g(t)(∫

+∞

0
G1(t,qs)ψ(s)dqs)dqt+

Λ
Γq(α)∫

+∞

0
g(t)u(t)dqt,

因此,

∫
+∞

0
g(t)u(t)dqt=

Γq(α)
Γq(α)-Λ∫

+∞

0
g(t)(∫

+∞

0
G1(t,qs)ψ(s)dqs)dqt。 (5)

  将式(5)代入式(4),有

u(t)=∫
+∞

0
G1(t,qs)ψ(s)dqs+

tα-1

Γq(α)-Λ∫
+∞

0
g(t)(∫

+∞

0
G1(t,qs)ψ(s)dqs)dqt=

∫
+∞

0
G1(t,qs)ψ(s)dqs+

tα-1

Γq(α)-Λ∫
+∞

0
ψ(s)(∫

+∞

0
g(t)G1(t,qs)dqt)dqs=

∫
+∞

0
G1(t,qs)ψ(s)dqs+∫

+∞

0
G2(t,qs)ψ(s)dqs=

ζp∫
+∞

0
G(t,qs)φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)h(τ)dqτ)dqs。

  证毕。
引理4 ∀(t,s)∈J×J,函数G(t,qs)是连续的,且具有以下性质:

0≤G(t,qs)≤
tα-1

Γq(α)-Λ
, 0≤

G(t,qs)
1+tα-1 ≤

1
Γq(α)-Λ

。

  证明:∀(t,s)∈J×J,函数G(t,qs)显然连续,由引理3得

0≤G1(t,qs)≤
tα-1

Γq(α)
,
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0≤G2(t,qs)≤
tα-1

Γq(α)-Λ∫
+∞

0
g(t)

tα-1

Γq(α)
dqt=

Λtα-1

Γq(α)(Γq(α)-Λ)
。

  因此,

0≤G(t,qs)≤
tα-1

Γq(α)
+

Λtα-1

Γq(α)(Γq(α)-Λ)=
tα-1

Γq(α)-Λ
,

且

0≤
G(t,qs)
1+tα-1 ≤

tα-1

(Γq(α)-Λ)(1+tα-1)≤
1

Γq(α)-Λ
。

  证毕。
注1 设u(t)是边值问题(2)的一个解,经简单计算,有

D
γi
qu(t)=ζp∫

+∞

0
G*

i (t,qs)φ-1
p (∫

s

0
(s-qτ)(β-1)h(τ)dqτ)dqs, i=1,2,…,n-1,

其中

G*
i (t,qs)=G*

i1(t,qs)+G*
i2(t,qs),

且

G*
i1(t,qs)=

1
Γq(α-γi)

t
α-γi-1

-(t-qs)(α-γi-1), 0≤qs≤t<+∞,

t
α-γi-1, 0≤t≤qs<+∞, 

G*
i2(t,qs)=

Γq(α)t
α-γi-1

Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)∫
+∞

0
g(t)G1(t,qs)dqt。

  注2 ∀(t,s)∈J×J,函数G*
i (t,qs)是连续的,且具有以下性质:

0≤G*
i (t,qs)≤

Γq(α)t
α-γi-1

Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)
, i=1,2,…,n-1,

0≤
G*

i (t,qs)

1+t
α-γi-1 ≤

Γq(α)
Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)

, i=1,2,…,n-1。

  考虑空间

E= u|u∈C(J),D
γi
qu∈C(J),

u
1+tα-1

∞
<+∞, 

D
γi
qu

1+t
α-γi-1

∞
<+∞,i=1,2,…,n-1  ,

并定义其范数为

‖u‖E =max
u

1+tα-1
∞
, 

D
γi
qu

1+t
α-γi-1

∞

, i=1,2,…,n-1  ,
其中‖u(t)‖∞=sup

t∈J
|u(t)|。类似于文献[21]中引理8的证明方法,易证E 是一个Banach空间。此外,由

于Arzela-Ascoli定理在无穷区间上是失效的,所以引入紧性判定准则。
引理5 设B⊂E 是一个有界集,则B 是E 中的相对紧集当且仅当其满足以下条件:

(i)
u(t)
1+tα-1 u∈B  , D

γi
qu(t)

1+t
α-γi-1 u∈B  ,i=1,2,…,n-1在J 的任意紧子区间上是等度连续的;

(ii)∀ε >0,∃C = C (ε)>0,使 得 ∀t1,t2 ≥ C,u ∈ B,有
u(t2)
1+tα-1

2
-

u(t1)
1+tα-1

1
<ε,

D
γi
qu(t2)

1+t
α-γi-1
2

-
D

γi
qu(t1)

1+t
α-γi-1
1

<ε,i=1,2,…,n-1成立。

证明:根据条件,只需证明B 是完全有界的。

1)考虑区间t∈[0,I],定义Banach空间B[0,I]={u(t)|u(t)∈B,t∈[0,I]},其范数为‖u(t)‖=

sup
t∈[0,I]

u(t)
1+tα-1 。由Arzela-Ascoli定理和条件(i)可得,B[0,I]在E 中是相对紧的,因此B[0,I]是完全有界的。

那么,∀ε>0,存在有限个开球Bε(uj),使得B[0,I]⊂∪
m

j=1
Bε(uj),其中
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Bε(uj)= u(t)∈B[0,I]:‖u-uj‖=sup
t∈[0,I]

u(t)
1+tα-1-

uj(t)
1+tα-1 <ε  。

  类 似 地,定 义 Banach 空 间 B
γi
[0,I]= {D

γi
qu(t)|u(t)∈B[0,I]},其 范 数 为 ‖D

γi
qu(t)‖ =

sup
t∈[0,I]

D
γi
qu(t)

1+t
α-γi-1

。同理可得,存在有限个开球Bε(D
γi
quk),使得B

γi
[0,I]⊂∪

l

k=1
Bε(D

γi
quk),其中

Bε(D
γi
quk)= D

γi
quk ∈B

γi
[0,I]:‖D

γi
qu-D

γi
quk‖=sup

t∈[0,I]

D
γi
qu

1+t
α-γi-1-

D
γi
quk

1+t
α-γi-1 <ε  。

  2)定义Bjk={u(t)∈B|u[0,I]∈Bε(uj),D
γi
qu[0,I]∈Bε(D

γi
quk)},显然B[0,I]⊂ ∪

1≤j≤m,
1≤k≤l

Bjk[0,I]。取ujk∈

Bjk,由上述证明中的1)可得,对于u(t)∈B,存在j 和k,使得u[0,I]∈Bε(uj),D
γi
qu[0,I]∈Bε(D

γi
quk)。因

此,当t∈[0,I]时,有

u(t)
1+tα-1-

ujk(t)
1+tα-1 ≤

u(t)
1+tα-1-

uj(t)
1+tα-1 +

uj(t)
1+tα-1-

ujk(t)
1+tα-1 <2ε, (6)

D
γi
qu(t)

1+t
α-γi-1-

D
γi
qujk(t)

1+t
α-γi-1 ≤

D
γi
qu(t)

1+t
α-γi-1-

D
γi
quj(t)

1+t
α-γi-1 +

D
γi
quj(t)

1+t
α-γi-1-

D
γi
qujk(t)

1+t
α-γi-1 <2ε

 

。 (7)

  当t∈[I,+∞)时,由条件(ii)和式(6)可得

u(t)
1+tα-1-

ujk(t)
1+tα-1 ≤

u(t)
1+tα-1-

u(I)
1+tα-1 +

u(I)
1+tα-1-

ujk(I)
1+tα-1 +

ujk(I)
1+tα-1-

ujk(t)
1+tα-1 <ε+2ε+ε=4ε, (8)

同时,由引理5(ii)和式(7)得

D
γi
qu(t)

1+t
α-γi-1-

D
γi
qujk(t)

1+t
α-γi-1 ≤

D
γi
qu(t)

1+t
α-γi-1-

D
γi
qu(I)

1+t
α-γi-1 +

D
γi
qu(I)

1+t
α-γi-1-

D
γi
qujk(I)

1+t
α-γi-1 +

D
γi
qujk(I)

1+t
α-γi-1-

D
γi
qujk(t)

1+t
α-γi-1 <ε+2ε+ε=4ε

 

。 (9)

  结合式(6)—(9)可知,‖u-ujk‖E<4ε,则 B 能被球B4ε(ujk)覆盖,其中 B4ε(ujk)={u(t)∈
B:‖u-ujk‖E<4ε}。于是,B 是完全有界的。证毕。

2 主要结论

定义算子T:P→P 为

Tu(t)=ζp∫
+∞

0
G(t,qs)φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ)dqs,

那么

D
γi
qTu(t)=ζp∫

+∞

0
G*

i (t,qs)φ-1
p (∫

s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ)dqs, i=1,2,…,n-1,

其中,P={u∈E|u(t)≥0,D
γi
qu(t)≥0,i=1,2,…,n-1,t∈J}是一个锥。为方便起见,记

L=max 1
Γq(α)-Λ

, Γq(α)
Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)  , i=1,2,…,n-1,

Fu(τ)=f(τ,u(τ),(Q1u)(τ),(Q2u)(τ),D
γ1
qu(τ),…,D

γn-1
q u(τ)),

显然,u∈P 是边值问题(1)的解当且仅当u 是算子T 的不动点。
引理6 假设(A1)—(A3)成立,则算子T:P→P 是全连续的。
证明:易证T:P→P 成立。下面证明T 连续且是相对紧的。
首先,证明T 是一致有界的。定义有界集Ul={u(t)∈P:‖u(t)‖E≤l},对于任意的u(t)∈Ul,由引

理4和注2,有
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Tu(t)
1+tα-1

∞
=sup

t∈J
ζp∫

+∞

0

G(t,qs)
1+tα-1φ

-1
p (∫

s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ)dqs ≤   

ζp

Γq(α)-Λφ
-1
p (Sl)∫

+∞

0
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)dqτ  dqs≤ζpLS

1
p-1
l Kp, (10)

且

D
γi
qTu(t)

1+t
α-γi-1

∞
=sup

t∈J
ζp∫

+∞

0

G*
i (t,qs)

1+t
α-γi-1φ

-1
p∫

s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ  dqs ≤

ζpΓq(α)
Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)φ

-1
p (Sl)∫

+∞

0
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)dqτ  dqs≤

ζpLS
1

p-1
l Kp, i=1,2,…,n-1, (11)

其中,Kp=∫
+∞

0
φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)dqτ)dqs,Sl=

 

sup
t∈J
{Fu(τ)|u(τ)∈Ul,((Q1u)(τ),(Q2u)(τ))∈

[0,h*
1l]×[0,h*

2l]}。因此,

‖Tu(t)‖E ≤ζpLS
1

p-1
l Kp,

即T 是一致有界的。
其次,证明T 在J 的任意紧子区间J'上是等度连续的。对于任意的u(t)∈Ul,当t1,t2∈J'且t1≤t2

时,有
Tu(t2)
1+tα-1

2
-

Tu(t1)
1+tα-1

1
≤ζp∫

+∞

0

G(t2,qs)
1+tα-1

2
-

G(t1,qs)
1+tα-1

1
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ  dqs≤

ζp∫
+∞

0

G1(t2,qs)
1+tα-1

2
-

G1(t1,qs)
1+tα-1

1
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ  dqs

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 +

∫
+∞

0

G2(t2,qs)
1+tα-1

2
-

G2(t1,qs)
1+tα-1

1
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ  dqs

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 。

  记Φ(s)=φ-1
p (∫

s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ),由引理3,当t1 →t2 时,有

∫
+∞

0

G1(t2,qs)
1+tα-1

2
-

G1(t1,qs)
1+tα-1

1
Φ(s)dqs≤

1
Γq(α)∫

t1

0

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+
(t2-qs)(α-1)
1+tα-1

2
-
(t1-qs)(α-1)
1+tα-1

1  Φ(s)dqs+

1
Γq(α)∫

t2

t1

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+
(t2-qs)(α-1)
1+tα-1

2  Φ(s)dqs+

1
Γq(α)∫

+∞

t2

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

Φ(s)dqs→0, (12)

且

∫
+∞

0

G2(t2,qs)
1+tα-1

2
-

G2(t1,qs)
1+tα-1

1
Φ(s)dqs≤

1
Γq(α)-Λ∫

+∞

0

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

Φ(s)dqs→0。 (13)

  那么,当t1→t2 时,Tu(t2)
1+tα-1

2
-
Tu(t1)
1+tα-1

1
→0。同理可证,

D
γi
qTu(t2)

1+t
α-γi-1
2

-
D

γi
qTu(t1)

1+t
α-γi-1
1

→0,i=1,2,…,

n-1。于是,算子T 是等度连续的。
再次,证明T 是等度收敛的。对于任意的u(t)∈Ul,易得

∫
+∞

0
φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ)dqs≤S

1
p-1
l Kp <+∞,

进一步,对于任意的ε>0,存在常数b>0,使得

∫
+∞

b
φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ)dqs<ε。

  又因为lim
t→+∞

tσ-1

1+tσ-1=limt→+∞

(t-qs)(σ-1)
1+tσ-1 =1, σ∈{α,α-γi,i=1,2,…,n-1},所以存在充分大的
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C1>0,使得对于任意的t1,t2>C1,有

tσ-1
2

1+tσ-1
2

-
tσ-1
1

1+tσ-1
1

<ε,  
(t2-qs)(σ-1)

1+tσ-1
2

-
(t1-qs)(σ-1)

1+tσ-1
1

<ε。

  取C=max{C1,b},对于任意的t1,t2≥C,结合式(12)和式(13),可得

Tu(t2)
1+tα-1

2
-

Tu(t1)
1+tα-1

1
≤ζp

1
Γq(α)∫

+∞

0

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+
(t2-qs)(α-1)
1+tα-1

2
-
(t1-qs)(α-1)
1+tα-1

1  Φ(s)dqs􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 +

1
Γq(α)∫

+∞

b

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

+
(t2-qs)(α-1)
1+tα-1

2  Φ(s)dqs+

1
Γq(α)∫

+∞

b

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

Φ(s)dqs+

1
Γq(α)-Λ∫

+∞

0

tα-1
2

1+tα-1
2

-
tα-1
1

1+tα-1
1

Φ(s)dqs
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ≤

ζp
2S

1
p-1
l Kp

Γq(α)
+

5
Γq(α)

+
S

1
p-1
l Kp

Γq(α)-Λ  ε 

。

  类似地,对于i=1,2,…,n-1,有

D
γi
qTu(t2)

1+t
α-γi-1
2

-
D

γi
qTu(t1)

1+t
α-γi-1
1

≤ζp
2S

1
p-1
l Kp

Γq(α-γi)
+

5
Γq(α-γi)

+
Γq(α)S

1
p-1
l Kp

Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ε。

  由上可得,算子T 是等度收敛的。
最后,证明T:P→P 是连续的。设um,u∈P 满足um→u(m→∞),根据函数f 的连续性及Lebesgue

控制收敛定理,有

‖Tum(t)-Tu(t)‖E =max
Tum(t)
1+tα-1-

Tu(t)
1+tα-1

∞

,
D

γi
qTum(t)

1+t
α-γi-1 -

D
γi
qTu(t)

1+t
α-γi-1

∞  ≤
L∫

+∞

0
φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fum

(τ)dqs)dqτ-∫
+∞

0
φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqs)dqτ →0,

 m → ∞,
因此,算子T 是连续的。

综上,由引理5可知,算子T:P→P 是全连续的。证毕。
定理1 假设(A1)-(A4)成立,则存在实常数ρ>0,使得边值问题(1)有2个解x*、y*,满足0<

‖x*‖E,‖y*‖E≤ρ且lim
m→∞

 
xm=x*,lim

m→∞
 ym=y*,其中

xm(t)=Txm-1(t), ym(t)=Tym-1(t), m=1,2,…
 

, (14)

x0(t)= ρ
Γq(α)

tα-1, y0(t)=0
 

, (15)

且

y0(t)≤y1(t)≤ … ≤ym(t)≤ … ≤y*(t)≤ … ≤x*(t)≤ … ≤xm(t)≤ … ≤x1(t)≤x0(t),
(16)

D
γi
qy0(t)≤ … ≤D

γi
qym(t)≤ … ≤D

γi
qy*(t)≤ … ≤D

γi
qx*(t)≤ … ≤D

γi
qxm(t)≤ … ≤D

γi
qx0(t)

 

。
(17)

  证明:首先,定义有界集Uρ=(u(t)∈P:‖u(t)‖E≤ρ),其中ρ满足

φp
ρ
r  ≥  

sup
τ∈J
(Fu(τ)|u(τ)∈Uρ,((Q1u)(τ),(Q2u)(τ))∈ [0,h*

1ρ]×[0,h*
2ρ]),

r=ζpLKpΓq(α)。
  对于任意的u(t)∈Uρ,类似于式(10)和式(11),有

Tu(t)
1+tα-1

∞
≤ ζp

Γq(α)-Λ∫
+∞

0
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ  dqs≤

ζpL∫
+∞

0
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)φp

ρ
r  dqτ  dqs≤

ζpLKp
ρ
r ≤ρ

 

,
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且

D
γi
qTu(t)

1+t
α-γi-1

∞
≤ ζpΓq(α)

Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)∫
+∞

0
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fu(τ)dqτ  dqs≤

ζpL∫
+∞

0
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)φp

ρ
r  dqτ  dqs≤

ζpLKp
ρ
r ≤ρ, i=1,2,…,n-1,

所以‖Tu(t)‖E≤ρ,即TUρ⊂Uρ。

对于函数列{xm(t)}∞m=0,不难看出x0(t)∈Uρ,且由引理4得

x1(t)=Tx0(t)=ζp∫
+∞

0
G(t,qs)φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fx0

(τ)dqτ  dqs≤

ζptα-1

Γq(α)-Λ∫
+∞

0
φ-1

p (∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)φp

ρ
r  dqτ)dqs≤

ζpLKp
ρ
rt

α-1= ρ
Γq(α)

tα-1=x0(t),

当i=1,2,…,n-1时,有

D
γi
qx1(t)=D

γi
qTx0(t)=ζp∫

+∞

0
G*

i (t,qs)φ-1
p∫

s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)Fx0

(τ)dqτ  dqs≤   

ζpΓq(α)t
α-γi-1

Γq(α-γi)(Γq(α)-Λ)∫
+∞

0
φ-1

p∫
s

0
(s-qτ)(β-1)a(τ)φp

ρ
r  dqτ  dqs≤

ζpLKp
ρ
rD

γi
qtα-1= ρ

Γq(α)
D

γi
qtα-1=D

γi
qx0(t)。

  又由假设(A4)中函数f 的单调性可知

x2(t)=Tx1(t)≤Tx0(t)=x1(t),

D
γi
qx2(t)=D

γi
qTx1(t)≤D

γi
qTx0(t)=D

γi
qx1(t),

通过归纳,有

xm(t)=Txm-1(t)∈Uρ,

xm(t)≤xm-1(t),D
γi
qxm(t)≤D

γi
qxm-1(t), i=1,2,…,n-1。

  对函数列{ym(t)}∞m=0 作类似讨论,易得

ym(t)=Tym-1(t)∈Uρ,

ym(t)≥ym-1(t),D
γi
qym(t)≥D

γi
qym-1(t), i=1,2,…,n-1。

  由xm(t)=Txm-1(t)∈Uρ,ym(t)=Tym-1(t)∈Uρ 及算子T 的全连续性可知,存在x*、y*∈Uρ 使得

lim
m→∞

xm=x*,lim
m→∞

ym=y*且x*=Tx*,y*=Ty*,即x*和y*是算子T 的2个不动点。

最后,设w(t)是边值问题(1)的任意一个正解,且满足

y0(t)=0≤w(t)≤ ρ
Γq(α)

tα-1=x0(t),

D
γi
qy0(t)≤D

γi
qw(t)≤D

γi
qx0(t),

由函数f 的单调性,进一步有

y1(t)=Ty0(t)≤Tw(t)=w(t)≤Tx0(t)=x1(t),

D
γi
qy1(t)=D

γi
qTy0(t)≤D

γi
qTw(t)=D

γi
qw(t)≤D

γi
qTx0(t)=D

γi
qx1(t)。

  重复上述迭代过程,则

ym(t)≤w(t)≤xm(t)
 

, (18)

D
γi
qym(t)≤D

γi
qw(t)≤D

γi
qxm(t)

 

。 (19)

  对式(18)和式(19)两边同时取极限m→∞,则式(16)和式(17)成立。另一方面,由于∀t∈J,a(t)f(t,

0,…,0)≡0,所以x*和y*分别是边值问题(1)的最大和最小正解。证毕。
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3 应用举例

考虑下面分数阶q-差分方程边值问题

D0.5(D1.8
0.5u(t))+a(t)f(t,u(t),(Q1u)(t),(Q2u)(t),D0.5

0.5u(t))=0, t∈ [0,+∞),

u(0)=D1.8
0.5u(0)=D0.5(D1.8

0.5u(0))=0,D0.8
0.5u(+∞)=∫

+∞

0
e-tu(t)dqt, (20)

其中,q=0.5,p=2,α=1.8,β=1,γ1=0.5,g(t)=e-t,

f(t,u(t),(Q1u)(t),(Q2u)(t),D0.5
0.5u(t))=

sin π
2+t+

u(t)
1+t0.8

+∫
t

0

u(t)
(5+t+s)2(1+s0.8)

dqs+∫
+∞

0

e-4s+t

1+s0.8
u(t)dqs+

D0.5
0.5u(t)
1+t0.3

,

且

H1(t,s)=
1

(5+t+s)2(1+s0.8)
, H2(t,s)=

e-4s+t

1+s0.8
。

  显然,∀t∈J,f(t,0,0,0,0)≢0,且函数f 关于其每个变量都是单调递增的。同时,通过计算可得

Γ0.5(1.8)≈0.954
 

2,Λ=∫
+∞

0
e-tt0.8dqt≈0.671

 

9,L ≈3.645
 

7,ζ2=1,且有

h*
1 =

  

sup
t∈J∫

t

0

1+s0.8

(5+t+s)2(1+s0.8)
dqs=

  

sup
t∈J∫

t

0

1
(5+t+s)2

dqs≤∫
+∞

0

1
(5+s)2

dqs≈0.140
 

2,

h*
2 =

  

sup
t∈J∫

+∞

0

1+s0.8

e4s-t(1+s0.8)
dqs=

  

sup
t∈J∫

+∞

0
e-4s+tdqs≤∫

+∞

0
e-4sdqs≈0.180

 

3。

  取K2=0.05,ρ=1,则r≈0.173
 

9,且当(t,u1,u2,u3,u4)∈J×[0,ρ]×[0,h*
1ρ]×[0,h*

2ρ]×[0,ρ]
时,有

f(t,(1+t0.8)u1,u2,u3,(1+t0.3)u4)≤1+(2+h*
1 +h*

2 )ρ≤3.320
 

5<ρ
r ≈5.750

 

4,

应用定理1可知,边值问题(20)有2个正解x*、y*,满足0<‖x*‖E,‖y*‖E≤1。

4 结 语

运用单调迭代技巧研究了一类无穷区间上带p-Laplacian算子的分数阶q-差分方程边值问题正解的存

在性。该边值问题的非线性项依赖于未知函数的积分算子及其任意低阶的分数阶q-导数,且当q→1-时,
边值问题(1)可转化为经典的分数阶微分方程。这使得所得结果更具有一般性,在一定程度上拓展了无穷区

间上分数阶q-差分方程非局部边值问题的可解性理论。
但是,本文仅考虑了无穷区间上带p-Laplacian算子的分数阶q-差分方程解的存在性,对于唯一性和稳

定性的研究在现有条件下仍是困难的。因此,今后将利用数值计算、变分迭代、临界点理论等不同方法,继续

深入探讨无穷区间上带p-Laplacian算子的分数阶q-差分方程非局部问题的可解性和稳定性等基本性质,
以揭示其内在的数学规律和实际的应用潜力。
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