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20-Dyck路与三元树之间的双射
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摘 要:为了拓展Dyck路和三元树的基本理论,研究了20-Dyck路和具有n 个内点的三元树之间

的双射与计数问题。首先,通过构造全新的组合结构L-R-T序列,建立了20-Dyck路与L-R-T序

列之间的双射;其次,通过分析法、归纳法构建了L-R-T序列与n 个内点的三元树之间的转化关

系,从而给出了其计数公式的一种组合证明;最后,研究了20-Dyck路的峰谷与L-R-T序列和三元

树的对应关系。结果表明,在研究2个组合结构之间的双射问题时,可借助与其他结构的关系来完

成证明。研究结果丰富了Dyck路和三元树的相关理论,为这2个结构在组合数学领域的应用提

供了理论参考。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

expand
 

the
 

basic
 

theory
 

of
 

Dyck
 

path
 

and
 

ternary
 

tree,
 

the
 

bijection
 

and
 

counting
 

problems
 

between
 

the
 

20-Dyck
 

path
 

and
 

the
 

ternary
 

tree
 

with
 

n
 

inliers
 

were
 

studied.
 

Firstly,
 

the
 

bijection
 

between
 

the
 

20-Dyck
 

path
 

and
 

the
 

L-R-T
 

sequence
 

was
 

established
 

by
 

constructing
 

a
 

novel
 

combinatorial
 

L-R-T
 

sequence.
 

Secondly,
 

the
 

transformation
 

relationship
 

between
 

the
 

L-R-T
 

sequence
 

and
 

the
 

ternary
 

tree
 

with
 

n
 

inliers
 

was
 

constructed
 

by
 

means
 

of
 

analysis
 

and
 

induction,
 

thus
 

providing
 

a
 

combined
 

proof
 

of
 

its
 

counting
 

formula.
 

Finally,
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

peaks
 

and
 

valleys
 

of
 

the
 

20-Dyck
 

Path
 

and
 

the
 

L-R-T
 

sequence
 

and
 

the
 

ternary
 

tree
 

was
 

studied.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

bijection
 

problem
 

between
 

two
 

combined
 

structures
 

can
 

be
 

proved
 

by
 

the
 

relationship
 

with
 

other
 

structures.
 

The
 

research
 

results
 

enrich
 

the
 

related
 

theories
 

of
 

Dyck
 

path
 

and
 

ternary
 

tree,
 

and
 

provide
 

theoretical
 

reference
 

value
 

for
 

the
 

application
 

of
 

these
 

two
 

structures
 

in
 

the
 

field
 

of
 

combinatorics.
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  组合结构(也称为计数结构)是组合数学研究的核心内容之一。Dyck路和平面树都是组合数学中经典

的组合结构,它们之间存在着千丝万缕的联系,许多复杂的组合问题都可以归结为某类Dyck路或某些平面

树的计数问题,从而使该问题得到简化。因而,Dyck路和平面树的相关研究备受关注。DEUTSCH[1]根据

长度和各种参数计数了Dyck路径;CHEN等[2]研究了3个奇偶反转对合、无标号的平面树、标号的平面树

和2-Motzkin路径的问题;CHEN等[3]研究了n 个点的平面树与从{1,2,…,n-1}到{1,2,…,n}的排列问

题;XIN等[4]研究了k-Dyck路径的反弹统计量的几何构造;ZHANG等[5]研究了k-box路与k 元树的关

系。路径和平面树的更多研究详见文献[6-15]。2019年,SELKIRK[16]通过环引理、符号化等方法给出了

kt-Dyck路的计数为(Raney数) t+1
(k+1)n+t+1

(k+1)n+t+1
   n  。Raney数的更多研究详见文献[17-20]。

特别地,当t=0,k=2时,20-Dyck路的计数为广义的Catalan数

3n
n  
2n+1

。另外,SELKIRK[16]给出n 个内点

的L元树的计数为广义的Catalan数
1

(L-1)n+1
Ln
n  ,当L=3时,n 个内点的三元树与20-Dyck路计数相

同。有关广义的Catalan数

3n
n  
2n+1

更多研究详见文献[21-25]。

长度为2n 的Dyck路是指在平面上第一象限内,从原点(0,0)开始到点(2n,0)结束,由下降步(1,-1)
和上升步(1,1)构成的格路径,其中n 为固定的非负整数。而长度为(k+1)n 的k-Dyck路是指在平面上第

一象限内,从原点(0,0)开始到点((k+1)n,0)结束,由下降步(1,-k)和上升步(1,1)构成的格路径,其中k
和n 均为固定的非负整数。

定义1 (kt-Dyck路)长度为(k+1)n 的kt-Dyck路是指在平面上,从原点(0,0)开始到点((k+1)n,0)
结束,由n 个下降步(1,-k)和kn 个上升步(1,1)构成的格路径且路径始终在y=-t上方。其中k、t和n
均为固定的非负整数,且有0≤t<k。

图1 k=2,t=0,n=3时的20-Dyck路

Fig.1 20-Dyck
 

path
 

at
 

k=2,t=0,n=3

特别地,当k=2,t=0时,长度为3n 的20-Dyck路是指在平

面上,从原点(0,0)开始到点(3n,0)结束,由n 个下降步(1,-2)
和2n 个上升步(1,1)构成的格路径且路径始终在y=0上方,其
中n 为固定的非负整数。例如,图1为k=2、t=0、n=3的

20-Dyck路。
简单来说,不包含圈的图称为无圈图,连通的无圈图称为树。

一个以确定顶点为根的树称为有根树。对于有根树的每一个顶

点,如果它的孩子节点都是有序的,就将其称为平面树。如果一

图2 具有4个内点的三元树

Fig.2 A
 

ternary
 

tree
 

with
 

4
 

inliers

个顶点有孩子节点,那么称之为内点。
定义2 (k元树)每个内点有k个孩子节点的平面树。
当k=3时,每个内点有3个孩子节点的平面树称为三元树。

将只有一个内点的三元树称为最简三元树(以下简称最简树)。将

中位置1、2、3分别称为左子叶、中叶、右子叶。例如:图2为

n=4时,具有4个内点的三元树,其中,将位置2称为第1层三元

树的左子叶,位置3称为第2层三元树的右子叶,位置4称为第3
层三元树的中叶。根节点为2、3、4的最简树分别称为左子树、右
子树、中树。

本文重点研究20-Dyck路与三元树之间的双射关系。

1 20-Dyck路与L-R-T序列

为了建立20-Dyck路与n 个内点的三元树之间的双射,本文构造20-Dyck路与L-R-T序列之间的转化。

20-Dyck路到L-R-T序列的具体转化过程如下:将20-Dyck路中(1,-2)步转化为 T,(1,1)步转化为L
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或R。

step1 将20-Dyck路中从左向右第1个(1,-2)步标记为T;

step2 T的左边离T最近的(1,1)步,记为T所对应的R;

step3 R的左边离R最近的(1,1)步,记为T所对应的L;

step4 移去已标记过的步,在剩余的步中,从左向右找下一个(1,-2)步记为T;

step5 重复step2—step4,找到每一组的L-R-T序列。
图3逐步展示出了n=4时,20-Dyck路的第1步到第5步的L-R-T转化过程。图中虚线部分表示已移

除的步。图3中的20-Dyck路所对应的L-R-T序列为LLRTRTLRLRTT。

图3 n=4时,20-Dyck路到L-R-T序列的转化过程

Fig.3 Transformation
 

process
 

from
 

the
 

20-Dyck
 

path
 

to
 

L-R-T
 

sequence(n=4)

L-R-T序列到20-Dyck路的具体转化过程如下:

step1:将L-R-T序列中的L和R转化为(1,1)步;将T转化为(1,-2)步;

step2:重复第1步过程,找到每一组L-R-T序列所对应的20-Dyck路的步。
例如,对图3中得到的L-R-T序列进行转化,图4给出了其转化过程。

图4 图3中L-R-T序列到20-Dyck路的转化过程

Fig.4 Transformation
 

process
 

from
 

the
 

L-R-T
 

sequence
 

to
 

20-Dyck
 

path
 

in
 

Figure
 

3

通过20-Dyck路与L-R-T序列之间的转化就得到了两者之间的双射,并且得出L-R-T序列满足以下特

定条件:
(a)L-R-T序列只能以L开始,以T结束,且L、R、T三者的计数均为n;
(b)当n=1时,给定一个LRT,在LRT产生的3个空中(不计数LRT前的空),分别插入一个新的

LRT,得到n=2时,L-R-T序列的3种情况;
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(c)当n=k(1≤k≤n-1)时,在每个L-R-T序列中找最新插入的LRT,在该LRT及其之后序列产

生的空中(不计数LRT前的空)分别插入一个新的LRT,得到n=k+1时,L-R-T序列的情况;例如,
在n=2时的3种L-R-T序列的①—􀃊􀁉􀁔空中分别插入一个新的LRT,得到n=3时的12种L-R-T序列

的情况。

LL①R②T③R④T⑤  
 

LRL⑥R⑦T⑧T⑨  LRTL⑩R􀃊􀁉􀁓T􀃊􀁉􀁔
  (d)重复(c)的过程,就得出了L-R-T序列的所有情况。

2
 

 L-R-T序列与三元树

三元树的计数为广义的Catalan数

3n
 

n  
2n+1

,这与20-Dyck路的计数是相同的。因而在三元树与20-Dyck

路之间存在双射。本文将借助已经构建的L-R-T序列这一中间桥梁,建立三元树与20-Dyck路之间的关

系。具体来说,上文已建立了20-Dyck路与L-R-T序列之间双射关系,本文将构造L-R-T序列与三元树之

间的双射。

2.1
 

 L-R-T序列到三元树的转化

为更好地研究20-Dyck路与三元树之间的双射,给出L-R-T序列到三元树的转化,具体过程如下:

step1 给出根节点,L-R-T序列中,将L、R、T分别对应为左子叶、中叶、右子叶;

step2 若L后为R或者R后为T,则是同层的子叶;

step3 若T后为R或T,则R或T是上一层的子叶;

step4 若L、R或T后为L,则L是下一层的子叶;

step5 重复step2—step4,得到L-R-T序列所对应的三元树。
通过L-R-T序列到三元树的转化过程得出的三元树满足:三元树中每个最简树对应一个LRT;左子叶、

中叶、右子叶分别对应L、R、T;这类三元树为完全三元树。
例如,图5逐步展示了L-R-T序列LLRLRTTRTLRT的第1步到第5步转化为三元树的过程。图中

同一颜色标记的三元树与序列一一对应。

图5 L-R-T序列到三元树的转化过程

Fig.5 Transformation
 

process
 

from
 

L-R-T
 

sequence
 

to
 

the
 

ternary
 

trees

2.2 三元树到L-R-T序列的转化

构造满足上述条件的三元树到L-R-T序列的转化,这与L-R-T序列转化为三元树的过程是互逆的。三

元树到L-R-T序列的转化通过三元树的前序遍历来完成,具体过程如下:

step1 三元树左子叶、中叶、右子叶分别用L、R、T来表示;

step2 三元树遍历顺序为根节点→左子树→中树→右子树;

step3 若左子树非空,则前序遍历左子树;若中树非空,则前序遍历中树;若右子树非空,则前序遍历右

子树;

step4 重复第1、2、3步的过程,得出三元树的L-R-T序列。
例如,图6逐步展示了n=4时,4个内点的三元树的第1步到第4步的L-R-T序列转化过程。图中虚

线部分表示已转化为序列的三元树。图下方序列表示虚线部分的三元树所对应的L-R-T序列。图6中的

三元树所对应的L-R-T序列为LLRTLRLRTTRT。
通过建立20-Dyck路与L-R-T序列以及L-R-T序列与三元树的关系,得到20-Dyck路与三元树之间的

双射。表1为n=3时20-Dyck路与三元树之间的对应关系。
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图6 n=4时,三元树到L-R-T序列的转化过程

Fig.6 Transformation
 

process
 

from
 

the
 

ternary
 

trees
 

to
 

L-R-T
 

sequence(n=4)

表1 n=3时,20-Dyck路与三元树之间的对应关系

Tab.1 Correspondence
 

between
 

20-Dyck
 

paths
 

and
 

the
 

ternary
 

trees
 

for
 

n=3
20-Dyck路 三元树 20-Dyck路 三元树 20-Dyck路 三元树

2.3 20-Dyck路峰谷与L-R-T序列和三元树的对应

20-Dyck路的峰谷分别与L-R-T序列和三元树的对应关系讨论如下。首先引入20-Dyck路峰与谷的

定义。
定义3 峰。峰是指路径中的一个上升步后紧跟一个下降步。如图1中20-Dyck路有3个峰,分别在

(3,3)(6,3)(8,2)位置。
定义4 谷。谷是指路径中的一个下降步后紧跟一个上升步。如图1中20-Dyck路有2个谷,分别在

(4,1)(7,1)位置。

SELKIRK[16]通过对kt-Dyck路进行分解等,得出了长度为(k+1)n 的kt-Dyck路峰值的计数为

(t+1)
(k+1)n+t-1

n-1  ,谷值的计数为
(kn+t)(t+1)-k

n-1
(k+1)n+t-1

n-2  ,其中0≤t≤k-1。特别地,

当k=2、t=0时,20-Dyck路峰值的计数为
3n-1
n-1  ,谷值的计数为2

3n-1
n-2  。

20-Dyck路的峰谷与L-R-T序列和三元树的具体对应关系是:在L-R-T序列中,RT对应为20-Dyck路

的峰;TL或TR对应为20-Dyck路的谷。在三元树中,左子叶数+右子叶数+1=20-Dyck路的峰的计数,
左子叶数+右子叶数=20-Dyck路的谷的计数。

因此,可以通过计数L-R-T序列中RT、TL、TR或计数三元树中左子叶和右子叶来得出20-Dyck路的

峰谷的计数。
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3 结 语

探讨了20-Dyck路和具有n 个内点的三元树之间的双射。首先研究了20-Dyck路与L-R-T序列的转

化,建立了两者之间的双射,然后针对L-R-T序列与n 个内点的三元树的转化,构建了它们之间的双射,进
一步建立20-Dyck路与n 个内点的三元树之间的全新双射,给出了其计数公式的一种组合证明。

Dyck路和三元树是组合数学中2个重要的组合结构,一些复杂的组合问题可以通过构建与Dyck路和三

元树的关系得到解决办法。本文研究丰富了Dyck路和三元树的相关理论,为这2个组合结构在组合数学领域

的应用提供了理论参考。未来可以研究推广的Dyck路和推广的三元树之间是否存在双射,不借助双射直接对

L-R-T序列计数以及直接对L-R-T序列中RT、TL、TR计数等问题。
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