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非线性二阶差分方程三点边值问题的研究
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摘　要:为了拓展非线性离散边值问题的基本理论,研究了一类非线性二阶差分方程三点边值问题

正解存在性的充分条件.首先,给出了相应的二阶差分方程三点边值问题解的表达式并证明其性

质;其次,在Banach空间中构造合适的锥和积分算子,运用锥上的 Krasnoselskii’s不动点定理,在

非线性项允许变号的条件下,获得非线性二阶差分方程三点边值问题正解存在性的充分条件;最

后,通过２个例子证明主要定理和结果的有效性.结果表明,定理条件得证且离散边值问题满足正

解的存在性.所研究的方法在二阶离散边值问题理论证明方面效果良好,对探究非线性高阶多点

离散边值问题具有一定的借鉴意义.
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Abstract:Inordertoextendthebasictheoryofnonlineardiscreteboundaryvalueproblems,thispaperstudiedthesufficient
conditionsfortheexistenceofpositivesolutionsforaclassofnonlinearsecondＧorderdifferenceequationswiththreeＧpoint
boundaryvalueproblems．Firstly,theexpressionsofthesolutionsforthecorrespondingthreeＧpointboundaryvalueproblems
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ofthesecondＧorderdiscreteboundaryvalueproblem,andhasreferenceforthestudyofthenonlinearhighＧordermultiＧpoint

discreteboundaryvalueproblems．
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　　多点边值问题的研究起源于应用数学和物理领域.例如,弹力稳定性理论中的很多问题,都可以用多点

边值问题的方法进行处理.因此,多点边值问题受到了很多研究者的关注,参见文献[１]、文献[２]及其参考

文献.
在文献[３]和文献[４]中,研究人员应用不动点定理,证明了如下三点边值问题

u″(t)＋a(t)f(u(t))＝０,　０＜t＜１,

u(０)＝０,　u(１)＝αu(η){
多个正解的存在性,其中非线性项f 是超线性的或次线性的,０＜η ＜１,０＜α ＜

１
η

,f ∈C([０,＋ ¥),

(０,＋ ¥)),a∈C ０,１[ ] ,０,＋ ¥[ )( ) ,且存在t０ ∈ ０,１[ ] ,使得at０( ) ＞０.而后,XU等[５Ｇ６]证明了上述

三点边值问题至少存在１个和３个解的存在性,其中０＜α,η＜１,f ∈C(R,R).

LI等[７]利用 Krasnoselskii’s不动点定理研究了如下三点边值问题

u″(t)＋a(t)u′(t)＋λf(t,u(t))＝０,　０＜t＜１,

u′(０)＝０,　u(１)＝αu(η){
至少有１个正解的存在性,其中０＜α,η＜１,λ＞０,a∈C([０,１],(－¥,０)),且非线性项f ∈C([０,１]×
R,R).

对于二阶差分方程满足局部(混合周期)和非局部边界条件解的存在性和多解性,人们进行了广泛研

究[８Ｇ１８].从文献来看,关于非线性差分方程多点边值问题解的存在性的研究成果还很少.受上述文献中研

究方法的启发,本文利用锥上的 Krasnoselskii’s不动点定理,研究非线性二阶三点离散边值问题

Δ２u(t)＋a(t)Δu(t)＋λf(t,u(t))＝０,　t∈ {０,１,􀆺,n－２}, (１)

Δu(０)＝０,

u(n)＝αu(η){ (２)

正解存在性的充分条件,其中Δu(t)＝u(t＋１)－u(t),且有 ∑
n－１

t＝t０

Δut( ) ＝un( ) －ut０( ) 和Δ ∑
n－１

t＝t０

ut( )( ) ＝

un( ) 成立.
假设条件:

H１( )λ＞０,０＜α＜１,η∈ １,２,􀆺,n－１{ } 和a(t)＜０,t∈ ０,１,􀆺,n{ } ;

H２( )f ∈C({０,１,􀆺,n}×R,R),且当 t,u( ) ∈ ０,１,􀆺,n{ }×R时,存在M ＞０,使得ft,u( ) ＞－M.
利用锥上的Krasnoselskii’s不动点定理,获得离散边值问题(１)和问题(２)至少存在１个正解的充分条件.

１　预备知识

引理１[１９](Krasnoselskii’s不动点定理)　设E 是Banach空间,K 是E 上的１个锥,并且Ω１ 和Ω２ 是E
的有界开集,满足０∈Ω１ ⊂Ω１ ⊂Ω２,假设算子A:K ∩ Ω２\Ω１( ) →K 是全连续算子,且满足如下２个条件

之一:

１)‖Au‖ ≤ ‖u‖,　u ∈K ∩∂Ω１,且 ‖Au‖ ≥ ‖u‖,　u ∈K ∩∂Ω２,

２)‖Au‖ ≥ ‖u‖,　u ∈K ∩∂Ω１,且 ‖Au‖ ≤ ‖u‖,　u ∈K ∩∂Ω２,

那么,算子A 在K ∩ Ω２\Ω１( ) 中至少存在１个不动点.
对于u∈ u０,u１,􀆺,un{ },令‖u‖＝ max

t∈ ０,１,􀆺,n{ }
ut( ) ,易知X＝ u０,u１,􀆺,un( ) ui∈R,i＝０,１,􀆺,n{ } 关

于范数 ‖􀅰‖ 构成Banach空间.
引理２　假设条件 H１( ) 成立,则对任意y ∈X ,二阶离散三点边值问题

Δ２ut( ) ＋at( ) Δut( ) ＋yt( ) ＝０,　t∈ ０,１,􀆺,n－２{ } , (３)

１６３
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Δu(０)＝０,

u(n)＝αu(η){ (４)

有唯一解,

ut( ) ＝ －∑
t－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
１－α∑

n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

α
１－α∑

η－１

j＝１

１
pj( )

pi＋１( )yi( )
æ

è
ç

ö

ø
÷ , (５)

其中pt( ) ＝∑
t－１

i＝０

１
１－ai( )

.

证明　假设ut( ) 满足边值问题(３)和问题(４).因为pt( ) ＝∑
t－１

i＝０

１
１－ai( )

,有pt( ) ≥０,p ０( ) ＝１.用

pt( ) 乘以式(３)的两边,得到Δpt( ) Δut( )( ) ＋pt＋１( )yt( ) ＝０,
由差分的性质可推出:

p １( ) Δu １( ) －p ０( ) Δu ０( ) ＝－p １( )y ０( ) ,

p ２( ) Δu ２( ) －p １( ) Δu １( ) ＝－p ２( )y １( ) ,

pt( ) Δut( ) －pt－１( ) Δut－１( ) ＝－pt( )yt－１( ) ,

pt( ) Δut( ) －p ０( ) Δu ０( ) ＝－∑
t－１

i＝０
pi＋１( )yi( ) .

由边界条件Δu ０( ) ＝０,得pt( ) Δut( ) ＝－∑
t－１

i＝０
pi＋１( )yi( ) ,

所以

Δut( ) ＝－
１

pt( ) ∑
t－１

i＝０
pi＋１( )yi( ) . (６)

一方面,可得

Δu １( ) ＝u ２( ) －u １( ) ＝－
１

p １( ) ∑
０

i＝０
pi＋１( )yi( ) ,

Δu ２( ) ＝u ３( ) －u ２( ) ＝－
１

p ２( ) ∑
１

i＝０
pi＋１( )yi( ) ,

⋮

Δut－１( ) ＝ut( ) －ut－１( ) ＝－
１

pt－１( ) ∑
t－２

i＝０
pi＋１( )yi( ) .

将上述方程两边相加,得

ut( ) －u ０( ) ＝－∑
t－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (７)

另一方面,有

Δun－１( ) ＝un( ) －un－１( ) ＝－
１

pn－１( ) ∑
n－２

i＝０
pi＋１( )yi( ) ,

Δun－２( ) ＝un－１( ) －un－２( ) ＝－
１

pn－２( ) ∑
n－３

i＝０
pi＋１( )yi( ) ,

⋮

Δut( ) ＝ut＋１( ) －ut( ) ＝－
１

pt( ) ∑
t－１

i＝０
pi＋１( )yi( ) .

类似的,将上述方程两边相加,得

un( ) －ut( ) ＝－∑
n－１

j＝t

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (８)

将式(７)和式(８)两边相加,得到

u ０( ) ＝un( ) ＋∑
n－１

j＝t

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋∑

t－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ .
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由边界条件un( ) ＝αuη( ) ,可得

　　　u ０( ) ＝αuη( ) ＋∑
n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

αu ０( ) －∑
η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷＋∑

n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

则

u ０( ) ＝
１

１－α∑
n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷－

α
１－α∑

η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )yi( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (９)

因此,合并式(７)和式(９),可得到式(５).反之,假设ut( ) 是由式(５)给出的,带入式(３)和式(４)成立.
证毕.
引理３　假设条件 H１( ) 成立.如果y∈X 且yt( ) ≥０,　t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,则离散边值问题(３)和问

题(４)的解ut( ) 满足

min
t∈ ０,１,􀆺,n{ }

ut( ) ≥γ‖u‖ , (１０)

其中γ＝
αn－η( )

n－αη
.

证明　分２步进行证明.
第１步,对任意t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,证明ut( ) ≥０.
由式(６)和yt( ) ≥０,可知对任意t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,Δut( ) ≤０,因此ut( ) 是单调递减函数.如果

un( ) ≥０,由于ut( ) 是单调递减函数,因而很容易得到上述结论;如果un( ) ＜０,由边界条件un( ) ＝
αuη( ) ,有uη( ) ＜un( ) ＜０,这与ut( ) 是单调递减函数相矛盾.因此,ut( ) ≥０,t∈ ０,１,􀆺,n{ } .

第２步,证明式(１０)成立.
由ut( ) 的单调性,可知u ０( ) ＝ max

t∈ ０,１,􀆺,n{ }
ut( ) ,　un( ) ＝ min

t∈ ０,１,􀆺,n{ }
ut( ) .

因为Δ２ut( ) ＝－at( ) Δut( ) －yt( ) ≤０,所以可得到ut( ) 在 ０,１,􀆺,n{ } 上的离散点图形是凹的.
由于ut( ) 是单调递减函数,因而有Δut( ) ≤０,根据差分性质可知

Δun－１( ) ＋􀆺＋Δuη( )

n－η
＝
uη( ) －un( )

n－η
≥

Δun－１( ) ＋􀆺＋Δu ０( )

n－０ ＝
u ０( ) －un( )

n
,

即

u ０( ) ≤un( ) ＋
nuη( ) －nn( )( )

n－η
＝un( ) ＋

nun( ) －αuη( )( )

αn－η( )
＝un( )

n－αη
αn－η( )

＝
１
γun( ) ,

可以得出un( ) ≥γu ０( ) ,即 min
t∈ ０,１,􀆺,n{ }

ut( ) ≥γ‖u‖ .

证毕.
注１　关于引理３,若α＞１和un( ) ＞０,由un( ) ＝αuη( ) ,得到un( ) ＞uη( ) ,这与单调性矛盾;若

un( ) ＝０,由函数的单调性得到ut( ) ≡０,　t∈ η,n[ ] ,但需要yt( ) ≡０,　t∈ ０,１,􀆺,n{ } .因此,本文

要求０＜α＜１.
引理４　假设条件 H１( ) 成立,w－ t( ) 是如下边值问题的解:

Δ２ut( ) ＋at( ) Δut( ) ＋１＝０,　t∈ ０,１,􀆺,n－２{ } ,
Δu ０( ) ＝０,

un( ) ＝αuη( ) ,{
则当t∈ ０,１,􀆺,n{ } 时,存在S ＞０,使得０≤w－ t( ) ≤S .

证明　由引理３的证明,可知w－ ０( ) ＝ max
t∈ ０,１,􀆺,n{ }

w－ t( ) ,且w－ t( ) ≥０,　t∈ ０,１,􀆺,n{ } .由式(９)可得

w－ ０( ) ＝
１

１－α∑
n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷－

α
１－α∑

η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

∑
η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
１－α∑

n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

因此,令

S＝w－ ０( ) ＝∑
η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
１－α∑

n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ .
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则当t∈ ０,１,􀆺,n{ } 时,０≤w－ t( ) ≤S .
证毕.
设wt( ) ＝λMw－ t( ) ,则wt( ) ≤λMS(λ和M 来自条件 H１( ) 和 H２( ) ),若ut( ) 是边值问题(１)和问

题(２)的解,则

　　　　　　Δ２ ut( ) ＋wt( )( ) ＋at( ) Δut( ) ＋wt( )( ) ＝
Δ２ut( ) ＋at( ) Δut( ) ＋λM Δ２w－ t( ) ＋at( ) Δw－ t( )( ) ＝
－λft,ut( )( ) －λM ＝
－λft,ut( )( ) ＋M( ) .

令gt,u( ) ＝ft,u( ) ＋M ,对任意 t,u( ) ∈ ０,１,􀆺,n{ }×R,　gt,u( ) ＞０.
因此可得到引理５.
引理５　函数ut( ) 是边值问题(１)和问题(２)的解,当且仅当u~ t( ) ＝ut( ) ＋wt( ) 是如下边值问题的１

个解,

Δ２u~ t( ) ＋at( ) Δu~ t( ) ＋λgt,u~ t( ) －wt( )( ) ＝０,　t∈ ０,１,􀆺,n－２{ } , (１１)

Δu~ ０( ) ＝０,　u~ n( ) ＝αu~ η( ) , (１２)
其中u~ t( ) ＞wt( ) ,　t∈ ０,１,􀆺,n{ } .

２　主要结果

定理１　假设条件 H１( ) 和 H２( ) 成立,且函数ft,u( ) 满足

lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

ft,u( )

u ＝＋¥, (１３)

则存在一个常数λ∗ ＞０,对任意λ∈ ０,λ∗( ) ,使得离散边值问题(１)和问题(２)至少有１个正解.
证明　由引理２,易知边值问题(１１)和问题(１２)有一个正解u~ ＝u~ t( ) ,当且仅当u~ 是方程算子ut( ) ＝

Aut( ) 的１个正解,其中:

Aut( ) ＝ －λ∑
t－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

λ
１－α∑

n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

αλ
１－α∑

η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１４)

令K ＝ u u ∈X,u ≥０, min
t∈ ０,１,􀆺,n{ }

ut( ) ≥γ‖u‖{ } .显然K 是X 上的锥,并且依据引理３,AK ⊂

K .根据文献[２０],容易看出A:K →K 是全连续的.证明A 满足引理１的条件.

首先,设g~ r１( ) ＝ sup
t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,０≤u≤r１

gt,u( ) ,其中r１ ＞０.由式(１３)可得 lim
r１→＋¥

r１

g~ r１( )
＝０,则存在１个常

数R１ ＞０,使得

R１

g~ R１( )
＝max

r１＞０

r１

g~ r１( ){ } . (１５)

记G＝g~ R１( ) ,设

λ∗ ＝min
γR１

MS
,　

１－α( )R１

GS{ } , (１６)

并且对任意λ＜λ∗ ,令Ω１＝ u ∈X:‖u‖ ＜R１{ } ,当u ∈K ∩∂Ω１ 时,根据式(１６),有

R１ ≥us( ) －w s( ) ≥γR１－λMS ＞γR１－λ∗MS ≥０,　０＜γ ＜１ (１７)
和

gs,us( ) －ws( )( ) ≤g~ R１( ) ＝G,　s∈ ０,１,􀆺,n{ } .
因此,由式(１４)和引理４可得:

Aut( ) ≤－
λ

１－α∑
n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤
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λG
１－α∑

n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

λ∗G
１－α ∑

η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
１－α∑

n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

λ∗GS
１－α ≤R１,

对任意u ∈K ∩∂Ω１,得

‖Au‖ ≤ ‖u‖ . (１８)
另一方面,由式(１３),有

lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

gt,u( )

u ＝lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

ft,u( ) ＋M
u ＝＋¥.

因此,令R２＝nR１(n是大于１的正整数),使得对任意t∈ η,􀆺,n{ } ,u≥
γn－１( )

n R２,有gt,u( ) ≥

ξu ,其中ξ＞０满足

αγλξn－１( )

n １－α( ) ∑
n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥１. (１９)

令Ω２＝ u ∈X:‖u‖ ＜R２{ } ,当u ∈K ∩∂Ω２ 时,有

us( ) －w s( ) ≥γR２－λ∗MS ＞γR２－γR１ ≥
γn－１( )

n R２ ,

且

g(s,u(s)－w(s))≥ξ(u(s)－w(s))≥
γξ(n－１)

n R２,　s∈ {０,１,􀆺,n}.

由式(１４)和式(１９),可得

Aun( ) ＝ －λ∑
n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

λ
１－α∑

n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

αλ
１－α∑

η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

αλ
１－α∑

n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷－

αλ
１－α∑

η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

αλ
１－α∑

n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

所以

Aun( ) ＝
αλ

１－α∑
n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (２０)

Aun( ) ≥
αγλξn－１( )R２

n １－α( ) ∑
n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥R２ ＞ ‖u‖ .

即对u ∈K ∩∂Ω２ 时,有

‖Au‖ ≥ ‖u‖ . (２１)
因此由式(１８)、式(２１)和引理１,可得到算子A 在K ∩ Ω２\Ω１( ) 上有１个不动点使R１≤‖u~‖≤R２.

根据式(１７),得到u~ t( ) ＞wt( ) ,因此u~ t( ) 是边值问题(１)和问题(２)的１个正解.
证毕.
定理２　假设条件 H１( ) 和 H２( ) 成立,并且函数ft,u( ) 满足

lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

ft,u( ) ＝＋¥和lim
u→＋¥

sup
t∈ ０,１,,􀆺,n{ }

ft,u( )

u ＝０, (２２)
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则存在１个常数λ∗ ＞０,对任意λ∈ λ∗ ,＋ ¥[ ) ,使得离散边值问题(１)和(２)至少有１个正解.
证明　显然A:K →K 是全连续算子,下面的证明与定理１的证明过程类似.
证明算子A 满足引理１的条件.
令

ζ＝
２MS １－α( )

αγ ∑
n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

. (２３)

一方面,由式(２２)的第１个极限,有

lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

gt,u( ) ＝lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

ft,u( ) ＋M( ) ＝＋¥,

则存在N ＞０,t∈ η,􀆺,n{ } 和u ≥N ,使得

gt,u( ) ≥ζ.

设λ∗ ＝
N
MS

和R１＝
２λMS
γ

,则对任意λ≥λ∗ ,u ∈K 和 ‖u‖＝R１,有

us( ) －w s( ) ≥γR２－λMS＝λMS ≥λ∗MS ≥N (２４)
和gs,us( ) －ws( )( ) ≥ζ成立.

由式(２０)和式(２３),可知

Aun( ) ＝
αλ

１－α∑
n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥

αλζ
１－α∑

n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

αλζ
１－α×

２MS １－α( )

αγζ
＝

２λMS
γ ＝R１＝‖u‖ . (２５)

令Ω１＝ u ∈X:‖u‖ ＜R１{ } ,则通过式(２５)可得,当u ∈K ∩∂Ω１ 时,

‖Au‖ ≥ ‖u‖ . (２６)
另一方面,由式(２２)的第２个极限,可知

lim
u→＋¥

sup
t∈ ０,１,􀆺,n{ }

gt,u( )

u ＝lim
u→＋¥

sup
t∈ ０,１,,􀆺,n{ }

ft,u( ) ＋M
u ＝０.

因此,对任意ε＞０,存在R~２ ＞R１,t∈ ０,１,􀆺,n{ } 和u ≥R~２,使得gt,u( ) ≤εu .这里ε满足

ελ
１－α∑

n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤１. (２７)

因为gt,u( ) 非负连续函数,存在σ＞０,使得

０≤gt,u( ) ≤εσ,　t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,　N ≤u ≤R~２ .

令R２＝maxR~２,σ{ } 和Ω２＝ u ∈X:‖u‖ ＜R２{ } ,则当u∈K ∩∂Ω２ 时,有N ≤us( ) －ws( ) ≤R２

和gt,u( ) ≤εR２ 成立.
由式(１４)和式(２７),可得

Aun( ) ≤
λ

１－α∑
n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )gi,ui( ) －wi( )( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

εR２λ
１－α∑

n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤R２,

即,当u ∈K ∩∂Ω２ 时,

‖Au‖ ≤ ‖u‖ . (２８)
因此,由式(２６)、式(２８)和引理１,得到A 在K ∩ Ω２\Ω１( ) 上有１个不动点,使得R１ ≤ ‖u~‖ ≤R２.

根据式(２４),得到u~ t( ) ＞wt( ) ,因此u~ t( ) 是边值问题(１)和问题(２)的１个正解.证毕.
注２　若at( ) ≡０,　t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,则定理１和定理２仍然成立,文献[１６]所研究的问题就是该特

殊情况.
注３　在定理１和定理２中,非线性项f 的有界性假设是至关重要的.因为确定gt,u( ) ＝ft,u( ) ＋M

是根据这个假设,然后可得出引理５的结论,最后利用 Krasnoselskii’s不动点定理,获得２个重要的结果.
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３　例　证

为了说明本文所获得的结果,举出如下２个例子.
例１　考虑二阶离散边值问题

Δ２u－Δu＋λu２－５etcosu( ) ＝０,　t∈ ０,１,􀆺,n－２{ } , (２９)

Δu ０( ) ＝０,

un( ) ＝
４
５u n

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ì

î

í

ïï

ïï

(３０)

易知α＝
４
５

,η＝
n
２

,a(t)＝－１,f(t,u)＝u２－５etcosu .

令M ＝５en ,则对于t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,f(t,u)＞－５en ,且lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

ft,u( ) ＝＋¥,

因此满足定理１的条件.再令γ＝
１
２

,可得

S＝∑
n－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷－

１
１－α∑

η－１

j＝１

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＝n２－

９n
４ ＋

１
２

.

令R１＝(５en －５)１
２ ,则式(１５)成立,且G＝g~(R１)＝１０(en －１).

因此,根据定理１,对于任何λ ＜λ∗ ＝
R１(１－α)

GS ＝
(５en －５)１

２

５０(en －１)(n２－
９n
４ ＋

１
２

)
,边值问题(２９)和问题

(３０)至少存在１个正解u~(t),并且满足 ‖u~(t)‖ ≥ (５en －５)１
２ .

例２　考虑二阶离散边值问题

Δ２u－Δu＋λu
２
３ －５t２cosu( ) ＝０,　t∈ ０,１,􀆺,n－２{ } , (３１)

Δu ０( ) ＝０,

un( ) ＝
４
５u n

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ì

î

í

ïï

ïï

(３２)

易知α＝
４
５

,η＝
n
２

,a(t)＝－１,f(t,u)＝u
２
３ －５t２cosu .

令M ＝５n２,则对于t∈ ０,１,􀆺,n{ } ,f(t,u)＞－５n２,且
lim
u→＋¥

inf
t∈ η,􀆺,n{ }

ft,u( ) ＝＋¥和lim
u→＋¥

sup
t∈ ０,１,􀆺,n{ }

ft,u( ) ＝０,

因此满足定理２的条件.再令γ＝
１
２

,可得

S＝n２－
９n
４ ＋

１
２

,ζ＝
２MS(１－α)

αγ ∑
n－１

j＝η

１
pj( ) ∑

j－１

i＝０
pi＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝
４０n２ n２－

９n
４ ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
２n２－３næ

è
ç

ö

ø
÷

.

对任意N ≥ (ζ)１
２ ,有g(t,u)≥ζ成立.

因此,根据定理２,对于任何λ≥λ∗ ＝
N
MS＝

２ １０
５ n２ n２－

９n
４ ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
２n２－３næ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

－
１
２

,边值问题(３１)

和问题(３２)至少存在１个正解u~(t),并且满足 ‖u~(t)‖ ≥
２λMS
γ ＝２０n２λ(n２－

９n
４ ＋

１
２

).

４　结　语

１)利用锥上的 Krasnoselskii’s不动点定理,在非线性项允许变号的情形下,研究了非线性二阶三点离

散边值问题正解存在性的充分条件,通过２个数值例子验证了所获得理论结果的正确性.

２)结果表明,离散边值问题满足定理正解的存在性条件.所提出的研究方法在二阶离散边值问题理论

证明方面效果良好,对探究非线性高阶多点离散边值问题具有一定的借鉴意义.

３)本研究仅考虑了非线性二阶三点离散边值问题,未能完全体现出弹力稳定性理论中的更多问题,且仅
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考虑了非线性项在有界情形下正解的存在性问题;此外,所使用的锥上不动点定理仅能获得至少１个正解的

存在性,对于非线性项更一般化的条件以及多解的存在性还有待于进一步研究.下一步计划对非线性高阶

多点离散边值问题以及分数阶qＧ差分边值问题解的存在性进行深入探讨,并在多种非线性项情形下进行数

值验证.
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