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摘 要:为了深入研究 Kirchhoff方 程 的 性 质,讨 论 了 带 有 Hartree项 和 临 界 增 长 非 线 性 项 的

Kirchhoff方程极小能量变号解的存在性。利用能量泛函在变号Nehari流形上的下确界Cλ 收敛

于0,得到空间E 紧嵌入L6(R3)这一技术性结果。结果表明,利用限制变分方法和定量形变引理

获得极小化序列对应的极小值点是该问题的非平凡解。研究方法在理论证明方面得到了良好的结

果,对研究其他Kirchhoff方程解的存在性有一定的指导意义。
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Abstract:InordertodeeplystudythecharacteristicsofKirchhoffequation,theexistenceresultoftheleastenergysign-chan-
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  Schrödinger-Possion系统:

-Δu+V(x)u+λϕu=f(x,u), x∈R3,

-Δϕ=u2, x∈R3{ (1)

是近几十年来学者们研究的重点,它源于与时间相关的Schrödinger-Possion系统,描述了量子非相对论粒

子与电磁场的相互作用。更多关于系统(1)的数学和物理背景可以参看文献[1—3]。由于系统(1)含有非局

部项,所以称其为非局部问题。方程中非局部项的出现体现了其在物理应用中的重要性,但从数学的角度来

看,却有一些困难和挑战。近年来的相关研究参看文献[4-11]。
最近,有学者开始关注系统(1)的变号解[12-13]。特别地,若 R3 被具有光滑边界的有界区域代替时,

ALVES等[14]研究了系统(1)极小能量变号解的存在性。接下来,ALVES等[15]改进和推广了文献[9]中获

得的结果。当非线性项f 是纯幂源时,WANG等[16]对所有λ>0,利用限制变分方法和Brouwer度理论获

得了系统(1)极小能量变号解的存在性,并且证明了若势函数V≡1且对充分小的λ>0,系统(1)极小能量变

号解的能量比极小能量大。SHUAI等[17]利用限制变分方法和定量形变引理获得了系统(1)的极小能量变

号解的存在性和渐近性。然而,很少有学者研究带有临界增长的Schrödinger-Possion系统变号解的存在性

和渐近性。WANG等[18]研究了带有临界增长的Schrödinger-Possion系统:

-Δu+V(x)u+λϕu=|u|4u+τf(x,u), x∈R3,

-Δϕ=u2, x∈R3,{ (2)

其中τ>0,并且得到在τ充分大时,系统(2)极小能量变号解的存在性和渐近性。WANG[19]进一步研究了

带有临界增长的Kirchhoff方程:

-(a+b∫R3
|

Δ

u|2)Δu=|u|4u+λf(x,u), x∈Ω,

u=0, x∈∂Ω{
极小能量变号解的存在性,这里Ω⊂R3 是具有光滑边界的有界区域。

笔者研究带有临界增长非线性项的Kirchhoff型方程:

-(a+b∫R3
|

Δ

u|2)Δu+V(x)u+(Iα*|u|p)|u|p-2u=|u|4u+λf(u), x∈R3 (3)

极小能量变号解的存在性,其中a>0,b>0为常数,λ>0是参数,势函数V∈C1(R3,R),α∈(0,3),Iα(x)=
Γ((3-α)/2)

π3/22αΓ(α/2)|x|3-α
,x∈R3\{0},符号*表示R3 上2个函数的卷积,p∈[2,3)。

首先,假设势函数V 和非线性项f∈C1(R)满足以下条件:

V)infx∈R3V(x)=V0>0,且对于任意给定的M>0,存在r>0使得:

lim
|y|→∞

μ({x∈R3:|x-y|≤r, V(x)≤M})=0,

其中μ(A)是A 的勒贝格测度;

f1)存在q∈[2,6)和C>0,使得对任意的t∈R,有|f'(t)|≤C(1+|t|q-2);

f2)lim
t→0

f(t)/(|t|2(p-1)t)=0;

f3)当t∈(-∞,0)时,函数f(t)/(|t|2(p-1)t)不增;当t∈(0,∞)时,函数f(t)/(|t|2(p-1)t)不减。
下面是本文的主要结果。
定理1 假设条件V)和f1)-f3)成立。存在λ0>0,当λ>λ0 时,问题(3)存在极小能量变号解。

1 准备工作

首先,给 出 Sobolev空间 E:={u ∈ H1(R3):∫R3
Vu2 < ∞}和空间 E 中的一个范数 ‖u‖ =

(∫R3
a|

Δ

u|2+Vu2)1/2,则E 是一个Hilbert空间,相应的内积是(u,v)=∫R3
a

Δ

u·

Δ

v+Vuv,u,v∈E。

根据条件V),对于任意的r∈ [2,6],E 可以连续地嵌入Lr(R3),并且存在γr >0,使得:

|u|r ≤γr‖u‖, u∈E, (4)
其中|·|r 为Lr(R3)上的范数。在条件V)成立前提下[20],当r∈ [2,6)时,E 紧嵌入Lr(R3)。
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2 主要结果的证明

命题1 (Hardy-Littlewood-Sobolev不等式[21])设r,s>1,μ∈(0,N)满足1/r+μ/N+1/s=2,则
存在正常数C(s,N,μ,r),使得对所有的g∈Lr(RN)和h∈Ls(RN),有:

∫RN∫RN

g(x)h(x)
|x-y|μdxdy≤C(s,N,μ,r)|g|r|h|s。

取r=s=2N/(N +α),μ=N -α,根据命题1和式(4),对于任意的u∈E,

∫RN
(Iα*|u|p)|u|p ≤C(N,α)(∫RN

|u|2Np/(N+α))(N+α)/N ≤

  C(N,α)γ2p
2Np/(N+α)‖u‖2p:=C1(N,α,p)‖u‖2p。 (5)

定义方程(3)相应的能量泛函J:E →R,

J(u)=
1
2∫R3

[a|

Δ

u|2+Vu2]+
b
4∫R3

|

Δ

u|2( )
2

+
1
2p∫R3

(Iα*|u|p)|u|p -

        16∫R3
|u|6-λ∫R3

F(u), u∈E,

其中F(t)==∫
t

0
f(s)ds。根据f 的条件和命题1,可知J 的定义合理,J∈C1(E,R)并且

<J'(u),v>=∫R3
[a

Δ

u·

Δ

v+Vuv]+b∫R3
|

Δ

u|2∫R3

Δ

u·

Δ

v+∫R3
(Iα*|u|p)|u|p-2uv-

   ∫R3
|u|4uv-λ∫R3

f(u)v, u,v∈E。

如果u ∈E 是方程(3)的弱解且u±≠0,则称u 是方程(3)的变号解,其中u+=max{u(x),0},

u-=min{u(x),0}。受文献[13]的启发,首先寻找能量泛函J 在变号Nehari流形Mλ:={u∈E:u±≠0,
<J'(u),u±>=0}上的极小值点,进一步证明该极小值点是方程(3)的解,则此极小值点即为方程(3)的极小

能量变号解。
对于任意u∈E 且u±≠0,定义映射u(s,t)=su++tu-,(s,t)∈ (0,∞)2。显然(u(s,t))+=su+,

(u(s,t))-=tu-。而且,对于任意给定的u ∈E,定义连续二元函数ϕu(s,t)=J(u(s,t))和ψu(s,t)=
(<J'(u(s,t)),su+>,<J'(u(s,t)),tu->),(s,t)∈ (0,∞)2。 为了方便,定义 R2 中的序关系 ≤,其中

(s,t)≤ (s1,t1)当且仅当s-s1 ≤0,t-t1 ≤0。
引理1[18] 假设条件V)和f1)-f3)成立。对于任意给定的u∈E 且u+≠0,则ϕu 有下列性质:

Ⅰ)(s,t)∈ (0,∞)2 是ϕu 的临界点当且仅当u(s,t)∈Mλ;

Ⅱ)函数ϕu 在(0,∞)2 上有唯一的临界点(su,tu),并且(su,tu)是ϕu 在(0,∞)2 上的最大值点;

Ⅲ)假设ϕu(1,1)≤0,则 Ⅱ)中获得ϕu 的临界点(su,tu)满足(su,tu)≤ (1,1)。
首先,由条件f2)和f3)可得对任意的t∈R,有f(t)t≥0和f'(t)t-(2p-1)f(t)≥0。因此,函数

H(t):=f(t)t-2pF(t)在(0,∞)上不减,在(-∞,0)上不增。于是,

f(t)t-2pF(t)≥0, t∈R。 (6)
另外,对任意的u∈Mλ,结合式(6),则有:

    J(u)=J(u)-
1
2p
<J'(u),u>=

1
2
(1-

1
p
)‖u‖2+

b
2
1
2-

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|

Δ

u|2( )
2

+

   12
1
p -

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|u|6+
λ
2p∫R3

(f(u)u-2pF(u))≥

p-1
2p

‖u‖2。 (7)

因此,Cλ:=infMλJ 的定义合理。
引理2 假设条件V)和f1)-f3)成立。则lim

λ→∞
cλ =0。

证明  对于任意的u∈Mλ,有:
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‖u± ‖2+b|

Δ

u±|42+b|

Δ

u∓|22|

Δ

u±|22+∫R3
(Iα*|u±|p)|u±|p +∫R3

(Iα*|u∓|p)|u±|p =

|u±|66+λ∫R3
f(u±)u±。 (8)

由条件f1)和f3)可得,对于任意的ε>0,都存在Cε >0,使得:

f(t)t≤εt2+Cε|t|q, t∈R。 (9)
而且,结合式(9)和式(4)可得:

‖u± ‖2 ≤|u±|66+λ∫R3
f(u±)u±≤ελγ2

2‖u± ‖2+Cελγq
q‖u± ‖q +γ6

6‖u± ‖6。 (10)

选取充分小的ε>0,使得1-ελγ2
2 >0,则存在ρ>0使得对所有的u∈Mλ 都有 ‖u± ‖ ≥ρ。

设u∈E 且u±≠0。根据引理1的性质 Ⅰ 和性质 Ⅱ 可知,对于任意给定的λ >0,存在(sλ,tλ)∈
(0,∞)2 使得u(sλ,tλ)∈Mλ。再结合cλ 的定义和F(t)≥0可得:

0≤cλ ≤J(u(sλ,tλ))≤
1
2‖u

(sλ,tλ)‖2+
b
4|

Δ

u(sλ,tλ)|42+
1
2p∫R3

(Iα*|u(sλ,tλ)|p)|u(sλ,tλ)|p ≤

1
2s

2
λ‖u+ ‖2+

1
2t

2
λ‖u-‖2+

b
2s

4
λ|

Δ

u+|42+
b
2t

4
λ|

Δ

u-|42+
1
2p

s2pλ∫R3
(Iα*|u+|p)|u+|p+

   1
p
sp

λtp
λ∫R3

(Iα*|u+|p)|u-|p +
1
2p

t2pλ∫R3
(Iα*|u-|p)|u-|p。

因此,为了获得引理的结论,只需要证明当λ→ ∞ 时,sλ →0且tλ →0。
对于任意给定的u∈E 且u±≠0。设集合Nu ={(sλ,tλ)∈ (0,∞)2:ψu(sλ,tλ)=(0,0),λ>0}。则

对于任意的(sλ,tλ)∈Nu,利用式(8),Young不等式和式(5)有:

s6λ|u+|66+t6λ|u-|66 ≤s6λ|u+|66+t6λ|u-|66+λ∫R3
f(sλu+)sλu++λ∫R3

f(tλu-)tλu-≤

    ‖u(sλ,tλ)‖2+b|
Δ

u(sλ,tλ)|42+∫R3
(Iα*|u(sλ,tλ)|p)|u(sλ,tλ)|p =

    s2λ‖u+ ‖2+t2λ‖u- ‖2+2bs4λ|

Δ

u+|42+2bt4λ|

Δ

u-|42+

       2C1(N,α,p)s2pλ ‖u+ ‖2p +2C1(N,α,p)t2pλ ‖u- ‖2p。
显然,Nu 是有界集。因此,存在(s0,t0)∈ [0,∞)2 和{(sλn

,tλn
)}的子列,仍记为{(sλn

,tλn
)},使得当

λn → ∞ 时,序列{(sλn
,tλn
)}收敛于(s0,t0)。断言s0=t0=0。事实上,不妨设s0>0,则对所有的n∈N,

都有sλnu++tλnu-∈Mλn
,即

‖sλnu++tλnu- ‖2+b|sλn

Δ

u++tλn

Δ

u-|42+∫R3
(Iα*|sλnu++tλnu-|p)|sλnu++tλnu-|p =

   |sλnu++tλnu-|66+λn∫R3
f(sλnu++tλnu-)(sλnu++tλnu-)。 (11)

  注意到当n趋于无穷时,在E中sλnu+ 收敛于s0u+ 且tλnu- 收敛于t0u-。结合式(9)和E紧嵌入Lr(R3)

这一事实可知:lim
n→∞∫R3

f(sλnu++tλnu-)(sλnu++tλnu-)=∫R3
f(s0u++t0u-)(s0u++t0u-)。然而,因为序列

{sλnu++tλnu-}在E 中有界,再根据式(5)可知式(11)左端有界,而右端趋于无穷,显然矛盾。因此,假设不

成立,则(s0,t0)=(0,0),从而结论成立。
证毕。
引理3 假设条件V)和f1)-f3)成立。则存在λ0 >0,使得当λ>λ0 时,cλ 是可达的。
证明  根据cλ 的定义可知,J 存在一个极小化序列{un}⊂Mλ,使得lim

n→∞
J(un)=cλ。显然,根据式(7)

可知{un}在E中有界。因此,存在{un}的子序列,仍记为{un},并且存在u∈E使得在E中un 弱收敛于u。
又由于对于任意的r∈[2,6),E 紧嵌入Lr(R3),则在Lr(R3)中un→u,并且对于几乎处处的x∈R3,都有

un(x)→u(x)。因此,在E 中u±
n 弱收敛于u±。当r∈[2,6)时,在Lr(R3)中,有u±

n →n±,并且对于几乎

处处的x ∈R3,都有u±
n(x)→u± (x)。
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  于是,利用Brézis-Lieb引理,范数的弱下半连续性和法度引理[22]可得存在{un}的子列,仍记为{un},
满足:

liminf
n→∞

J(un(s,t))=

   s2

2limn→∞
(‖u+

n -u+ ‖2+‖u+ ‖2)+
t2

2limn→∞
(‖u-

n -u- ‖2+‖u- ‖2)+

      b
4s

4lim
n→∞
(|

Δ

u+
n -

Δ

u+|22+|

Δ

u+|22)2+
b
4t

4lim
n→∞
(|

Δ

u-
n -

Δ

u-|22+|

Δ

u-|22)2+

      b
2s

2t2liminf
n→∞

|

Δ

u+
n |22|

Δ

u-
n |22+

1
2p

s2pliminf
n→∞∫R3

(Iα*|u+
n |p)|u+

n |p +

      12p
t2pliminf

n→∞∫R3
(Iα*|u-

n |p)|u-
n |p +

1
p
sptpliminf

n→∞∫R3
(Iα*|u+

n |p)|u-
n |p)-

      s6

6limn→∞
(|u+

n -u+|66+|u+|66)-
t6

6limn→∞
(|u-

n -u-|66+|u-|66)-

      λ∫R3
F(su+)-λ∫R3

F(tu-)≥

      J(u(s,t))+
s2

2A1+
t2

2A2+
b
4s

4B1+
b
4t

4B2+

      b
2s

4B1/2
1 |

Δ

u+|22+
b
2t

4B1/2
2 |

Δ

u-|22-
s6

6D1-
t6

6D2, (12)

其中:A1:=lim
n→∞
‖u+

n -u+‖2;B1:=lim
n→∞

|

Δ

u+
n -

Δ

u+|42;D1:=lim
n→∞

|u+
n -u+|66和A2:=lim

n→∞
‖u-

n -u-‖2;

B2:=lim
n→∞

|

Δ

u-
n -

Δ

u-|42,D2:=lim
n→∞

|u-
n -u-|66。

定义g(s)=2-1s2A1+4-1bs4B1+2-1bs4B1/2
1 |

Δ

u+|22-6-1s6D1,s∈R和h(t)=2-1t2A2+4-1t4B2+

2-1t4B1/2
2 |

Δ

u-|22-6-1t6D2,t∈R。因此,对于任意的(s,t)∈ (0,∞)2,利用式(12)和J(un(s,t))≤
J(un),可得:

J(u(s,t))+g(s)+h(t)≤liminf
n→∞

J(un(s,t))≤lim
n→∞

J(un)=cλ。 (13)

首先,证明u±≠0。因为u-≠0的情况是类似的,所以只需要证明u+≠0。反证法,假设u+=0。
情况1 D1=0。
如果A1=0,也就是,在E 中u+

n →u+。根据式(10)可知,存在ρ>0使得‖u+‖≥ρ,这与假设矛盾。
如果A1 >0,在式(13)中选取t=0,容易得到对于所有的s≥0,有s2A1/2≤cλ。上述不等式左右两边关

于s→ ∞ 同时取极限可得 ∞ ≤cλ,显然矛盾。
情况2 D1 >0。

设S=infu∈E\{0}‖u‖2/|u|26。由S的定义可知β:=3-1S3/2≤3-1(A1/D1/3
1 )3/2。直接计算可得,存在

s1 >0使得β≤g1(s1)= max
s∈[0,∞)

g1(s)= max
s∈[0,∞)

{s2A1/2-s6D1/6}=3-1(A1/D1/3
1 )3/2。由引理2可知,存在

λ0 >0使得当λ>λ0 时,cλ <β。进一步在式(13)中令t=0,推导可得β≤g(s1)≤ max
s∈[0,∞)

g(s)≤cλ <

β,显然矛盾。综合上述2种情况的讨论,可得u±≠0。
其次,证明D1=D2=0。D2=0的情况是类似的,只需要证明D1=0。反证法,假设D1 >0。
情况1:D2 >0。
设s2,t2∈(0,∞)满足β≤g(s2)= max

s∈[0,∞)
g(s),β≤h(t2)= max

t∈[0,∞)
h(t)。因为[0,s2]×[0,t2]是紧集

并且ϕu 是连续函数,所以存在(su,tu)∈[0,s2]×[0,t2],使得ϕu(su,tu)=max(s,t)∈[0,s2]×[0,t2]ϕu(s,t)。下

面证明(su,tu)∈ (0,s2)×(0,t2)。
对于任意充分小的t>0以及任意的s∈ [0,s2],有:

ϕu(s,0)<J(su+)+J(tu-)≤J(su++tu-)=ϕu(s,t)。
这意味着对任意的s∈ [0,s2],(s,0)都不是ϕu 的最大值点。因此,(su,tu)∉ [0,s2]×{0}。同理可

得:(su,tu)∉ {0}×[0,t2]。
另一方面,容易知道对于任意的s∈(0,s2]都有g(s)>0,并且对于任意的t∈(0,t2]都有h(t)>0。
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因此,结合式(13),β≤g(s2)和β≤h(t2)可得,对于任意的s∈[0,s2]和t∈[0,t2],有ϕu(s,t2)≤0和

ϕu(s2,t)≤0,即(su,tu)∉ {s2}×[0,t2]且(su,tu)∉ [0,s2]×{t2}。
最后,得到(su,tu)∈ (0,s2)×(0,t2)。显然可知(su,tu)是ϕu 的临界点,利用引理1中的性质I)有

u(su,tu)∈Mλ。结合式(13)可得:cλ ≥J(u(su,tu))+g(su)+h(tu)>J(u(su,tu))≥cλ,显然矛盾。
情况2:D2=0。
容易验证ϕu 在[0,s2]×[0,∞)上的最小值点存在。事实上,只需验证存在t3 >0,使得对所有的

(s,t)∈ [0,s2]×(t3,∞)都 有 ϕu(s,t)< 0。 因 此, 存 在 (su,tu)∈ [0,s2]× (0,∞), 使 得

ϕu(su,tu)=max(s,t)∈[0,s2]×[0,∞)ϕu(s,t)。
接下来证明(su,tu)∈(0,s2)×(0,∞)。注意到由条件f2)可得,当t充分小时,对于任意的s∈[0,s2],

有ϕu(s,0)<ϕu(s,t),这也意味着(su,tu)∉[0,s2]×{0}。同理,当s充分小时,对于任意的t∈[0,∞),
有ϕu(0,t)<ϕu(s,t),由此可得(su,tu)∉ {0}×[0,∞)。

另一方面,对于任意的t∈ [0,∞),显然有β≤g(s2)+t2A2/2+bt4B2/4+bt4B1/2
2 |

Δ

u-|22/2。结合

式(13),对于任意的t∈[0,∞),有ϕu(s2,t)≤0,故(su,tu)∉{s2}×[0,∞),即(su,tu)∈(0,s2)×(0,∞),

所以u(su,tu)∈Mλ。再由式(13)可得:cλ≥J(u(su,tu))+g(su)+
1
2t

2
uA2+

b
4t

4
uB2+

b
2t

4
uB1/2

2 |

Δ

u-|22>

J(u(su,tu))≥cλ,显然矛盾。因此,D1=D2=0。
最后,对于任意给定的λ>λ0,只需要证明cλ 是可达的。由于u±≠0,利用引理1中性质Ⅱ)可知存在

(su,tu)∈ (0,∞)2 使得v:=suu++tuu-∈Mλ。再结合范数的弱下半连续性,法度引理[22]和式(9)可知:

0=lim
n→∞
<J'(u±

n),u±
n>=

liminf
n→∞

[‖u±
n‖2+b|

Δ

u±
n |42+b|

Δ

u∓
n |22|

Δ

u±
n |22+∫R3

(Iα*|u±
n |p)|u±

n |p +

      ∫R3
(Iα*|u∓

n |p)|u±
n |p -|u±

n |66-λ∫R3
f(u±

n)u±
n]≥ <J'(u±),u±>。

因此,根据引理1的性质Ⅲ)得(su,tu)∈(0,1]2,再利用范数的弱下半连续性,式(6)和法度引理可得:

 cλ ≤J(v)-
1
2p
<J'(v),v>=

1
2
(1-

1
p
)‖v‖2+

b
2
(1
2-

1
p
)(∫R3

|

Δ

v|2)2+
1
2
(1
p -

1
3
)∫R3

|v|6+
λ
2p∫R3

(f(v)v-2pF(v))=

1
2
(1-

1
p
)s2u‖u+ ‖2+

1
2
(1-

1
p
)t2u‖u- ‖2+

b
2
(1
2-

1
p
)s4u|

Δ

u+|42+

b
2
(1-

1
p
)s2ut2u|

Δ

u+|22|

Δ

u-|22+
b
2
(1
2-

1
p
)t4u|

Δ

u-|42+
1
2
(1
p -

1
3
)s6u|u+|66+

1
2
(1
p -

1
3
)t6u|u-|66+

λ
2p∫R3

(f(suu+)suu+-2pF(suu+))+
λ
2p∫R3

(f(tuu-)tuu--2pF(tuu-))≤

J(u)-
1
2p
<J'(u),u>≤lim

n→∞
(J(un)-

1
2p
<J'(un),un>)=cλ。

容易验证su =tu =1,所以v=u∈Mλ 是能量泛函J 在流形Mλ 上的极小值点。
定理1的证明

利用引理3,只需要证明极小值点确实是方程(3)的变号解。事实上,利用与文献[18]和文献[23]中类

似的证明方法,结合定量形变引理可以证明极小值点是方程(3)的极小能量变号解。
证毕。

3 结 语

本文研究了带有Hartree项和临界增长非线性项的Kirchhoff方程极小能量变号解的存在性。利用变

分方法和精细的分析技巧获得了紧嵌入的结果。然而,文中的理论证明是在特定的势函数、非线性项和一个

参数下进行的,并未考虑其他势函数和多参数的情形。未来研究中,将尝试解决这类问题解的存在性以及解

的渐进行为。
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