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四叶图距离矩阵2个最大特征值和的变化
吕 哲,高玉斌

(中北大学理学院,山西太原 030051)

摘 要:为了能够在任何情况下准确得到四叶图在2种图变换下距离特征值的极值,运用行列式的性

质、韦达定理及不等式的放缩,给出了四叶图的2种图变换及上述问题的结果。首先分别给出变换前

后3种四叶图距离矩阵、距离拉普拉斯矩阵及距离无符号拉普拉斯矩阵,利用行列式的性质计算得出

其特征多项式,由韦达定理判断出3种距离特征多项式正负根的个数,通过不等式的放缩估计出特征

值的范围,从而求出2个最大特征值和的范围;其次对变化前后四叶图的3种距离矩阵2个最大特征

值的和进行比较。结果显示,四叶图在经过2种变换后2个最大特征值的和是增加的。所得结果为

特殊图类距离特征值极值问题提供了研究方法,对分子稳定性问题的研究具有一定的借鉴价值。
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Variationofsumoftwolargesteigenvaluesofthe
distancematricesoffour-leafgraph

LYUZhe,GAOYubin
(SchoolofScience,NorthUniversityofChina,Taiyuan,Shanxi030051,China)

Abstract:Inordertoaccuratelyobtaintheextremumofthedistanceeigenvaluesoffowr-leafgraphsundertowgraphtransfor-
mationsinanycase,twographtransformationsoffour-leafgraphsandtheresultsoftheaboveproblemsweregivenbyusing
thepropertiesofthedeterminant,theVietatheoremandthereductionofinequality.Firstly,thedistancematrices,thedistance
LaplacianmatricesandthedistancesignlessLaplacianmatricesofthreekindsoffour-leafgraphsbeforeandafterthetransfor-
mationweregiven.Thecharacteristicpolynomialswereobtainedbyusingthepropertiesofthedeterminant.Thenumberof
positiveandnegativerootsofthreekindsofdistancecharacteristicpolynomialswasdeterminedbytheVietatheorem.Therange
ofeigenvalueswasestimatedbythereductionofinequality.Thus,therangeofthesumofthetwomaximumeigenvalueswas
obtained.Finally,thetwomaximumeigenvaluesofthreekindsofdistancematricesoffour-leafgraphsbeforeandafterthe
transformationswerecompared.Thecomparisonshowsthatthesumofthetwomaximumeigenvaluesoffour-leafgraph
increasesaftertwotransformations.Theresultsprovidearesearchmethodfortheextremumproblemsofdistanceeigenvalues
ofspecialgraphs,andhavecertainreferencevaluefortheresearchofmoleculerstability.
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1 问题的提出

多年来,图距离矩阵特征值的研究一直是热点问题。GRAHAM等[1]证明了树的距离矩阵的行列式仅

是顶点数的函数,之后国内外学者对距离矩阵的谱进行了研究。HAKIMI等[2]提出了距离矩阵的可实现性

问题,RUZIEH等[3]找到了路的所有特征值和特征向量,FOWLER等[4]给出了圈Cn 的所有距离特征值,文

献[5]给出了萤火虫图距离矩阵2个最大特征值的下界,杨若松等[6]得出了5类特殊图的距离矩阵的多项

式。关于图的拉普拉斯矩阵特征值的研究有很多[7-11]。文献[12]给出了距离拉普拉斯矩阵和无符号拉普拉

斯矩阵的定义,文献[13]得到了简单图拉普拉斯矩阵第一大与第二大特征值和的上界及树的前k 大特征值

和的上界,文献[14]研究了单圈图距离拉普拉斯矩阵的2个最大特征值。对于特殊图类距离矩阵特征值的

相关研究见文献[15—19]。

设简单图G 的点集为V={v1,v2,…,vn},G 的距离矩阵定义为D(G)=(dij)n×n,其中dij表示vi 与

vj 之间的距离,其特征值λ1(D(G))≥λ2(D(G))≥…≥λi(D(G))≥…≥λn(D(G))被称为图G 的距离谱。

图G 中一个点v 的迹Tr(v)表示点v 到图G 中所有点的距离和,diag(Tr)表示(i,i)位置上的元素为

Tr(vi)的对角矩阵;LD(G)=diag(Tr)-D(G)为图G 的距离拉普拉斯矩阵,其特征值μ1 (LD(G))≥

μ2(LD(G))≥…≥μi(LD(G))≥…≥μn(LD(G))被称为图G 的距离拉普拉斯谱。QD(G)=diag(Tr)+
D(G)为图G 的距离无符号拉普拉斯矩阵,其特征值q1(QD(G))≥q2(QD(G))≥…≥qi(QD(G))≥…≥

qn(QD(G))被称为图G 的距离无符号拉普拉斯谱。

若图G 中有一块是树,其他块是圈,且所有圈都粘在这颗树的根节点上,则称G 为仙人掌图,用G(n,r)
表示含有r个圈的n 阶仙人掌图。当r=4且每个圈为三角形时称为四叶图[20]。笔者主要研究四叶图在2
种变换下的距离矩阵、距离拉普拉斯矩阵和距离无符号拉普拉斯矩阵的2个最大特征值的和。由于确定上

述矩阵的2个最大特征值和的问题比较困难,所以本文给出四叶图的2种变换,估计了变换前后四叶图的距

离矩阵、距离拉普拉斯矩阵和距离无符号拉普拉斯矩阵的2个最大特征值的和,进而得出经过这2种变换,

上述矩阵2个特征值的和是增加的。

2 主要结果

为了书写方便,把λi(D(G)),μi(LD (G))和qi(QD (G))分别记为λi(G),μi(G)和qi(G),记

S2(D(G)),S2(LD(G))和S2(QD(G))为图G 的D(G),LD(G)和QD(G)的2个最大特征值的和。

下面定义2种变换,如图1和图2所示。笔者主要讨论四叶图在这2种变换下,距离矩阵、距离拉普拉

斯矩阵和距离无符号拉普拉斯矩阵2个最大特征值和的变化。

n-10
变换Ⅰ

n-9

G2G1

图1 四叶图G1 到G2 的变换

Fig.1 TransformationfromG1toG2

n-1１
变换Ⅱn-9

G３G1

图2 四叶图G1 到G3 的变换

Fig.2 TransformationfromG1toG3

2.1 距离矩阵2个最大特征值的和

定理1 设n>18,则2n-5<S2(D(G1))<2n-3。
证明 显然可得,图G1 的距离矩阵为
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D(G1)=

0 1 … 2 2 2 2 … 2 1
1 0 … 2 2 2 2 … 2 1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 0 1 2 2 … 2 1
2 2 … 1 0 2 2 … 2 1
2 2 … 2 2 0 2 … 2 1
2 2 … 2 2 2 0 … 2 1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 2 2 2 2 … 0 1
1 1 … 1 1 1 1 … 1 0
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通过简单计算,可以确定矩阵D(G1)的特征多项式为

    |λE-D(G1)|=

(λ+2)n-10(λ+1)4(λ+3)3
λ-2n+5 -2n+18 -1

-λ-3 λ+2 0

-8 -1 λ

=

(λ+2)n-10(λ+1)4(λ+3)3[λ3-(2n-7)λ2-(7n-29)λ-3n+11]。 (1)

  令p(λ)=λ3-(2n-7)λ2-(7n-29)λ-3n+11,可以观察到p(-3)=-40<0,p(-2)=3n-27>0,

p(-1)=2n-23>0,p(0)=-3n+11<0,p(2n-4)=-2n2+4n-67<0,p(2n-3)=26n2+4n-40>0。

由以上过程可以得出2n-4<λ1(G1)<2n-3,-1<λ2(G1)<0,这表明2n-5<S2(D(G1))<2n-3。

定理2 设n>18,则2n-1<S2(D(G2))<4n。

证明 显然可得,图G2 的距离矩阵为

D(G2)=

0 1 … 2 2 3 3 … 3 2 1

1 0 … 2 2 3 3 … 3 2 1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 0 1 3 3 … 3 2 1

2 2 … 1 0 3 3 … 3 2 1

3 3 … 3 3 0 2 … 2 1 2

3 3 … 3 3 2 0 … 2 1 2

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

3 3 … 3 3 2 2 … 0 1 2

2 2 … 2 2 1 1 … 1 0 1

1 1 … 1 1 2 2 … 2 1 0
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通过简单计算可以得到图G2 距离矩阵的特征多项式为

|λE-D(G2)|=

(λ+2)n-11(λ+1)4(λ+3)3

λ-13 -3n+30 -2 -1

-24 λ-2n+22 -1 -2

-16 -n+10 λ -1

-8 -2n+20 -1 λ

=
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(λ+2)n-11(λ+1)4(λ+3)3[λ4+(9-2n)λ3+(443-51n)λ2+(389-49n)λ+22-6n], (2)

令p(λ)=λ4+(9-2n)λ3+(443-51n)λ2+(389-49n)λ+22-6n,假设λ1≥λ2≥λ3≥λ4 是p(λ)

的根,则∑
i
λi=2n-9>0,λ1λ2λ3λ4=22-6n<0。即多项式p(λ)有1个正根或3个正根。由于p(-2)=

9.7n-63>0,p(-1)=-6n+68<0,p(-
1
2
)>9.7n-63>0,p(0)=22-6n<0,所以多项式p(λ)

仅有1个正根,且最小的负根一定小于-1。

p(2n-
1
2
)=-136n3+

3597
2 n2-

179
2n-

4691
4 <0,

p(4n)=128n4+496n3+6892n2+1556n+22>0,

可得2n-
1
2<λ1

(G2)<4n,-
1
2<λ2

(G2)<0,即2n-1<S2(D(G2))<4n。

定理3 设n>18,则2n-
5
2<S2(D(G3))<2n-1。

证明 图G3 的距离矩阵为

D(G3)=

0 1 … 2 2 2 2 … 2 2 1 3
1 0 … 2 2 2 2 … 2 2 1 3
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 0 1 2 2 … 2 2 1 3
2 2 … 1 0 2 2 … 2 2 1 3
2 2 … 2 2 0 2 … 2 2 1 3
2 2 … 2 2 2 0 … 2 2 1 3
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 2 2 2 2 … 0 2 1 3
2 2 … 2 2 2 2 … 2 0 1 1
1 1 … 1 1 1 1 … 1 1 0 2
3 3 … 3 3 3 3 … 3 1 2 0
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经过简单计算得到矩阵D(G3)的特征多项式为

|λE-D(G3)|=

(λ+2)n-12(λ+1)4(λ+3)3

λ-13 -2n+22 -2 -1 -3

-16 λ-2n+24 -2 -1 -3

-16 -2n+22 λ -1 -1

-8 -n+11 -1 λ -2

-24 -3n+33 -1 -2 λ

=

(λ+2)n-12(λ+1)4(λ+3)3[λ5+(11-2n)λ4+(76-20n)λ3+(252-58n)λ2+

(228-52n)λ+44-12n]。 (3)

  令p(λ)=λ5+(11-2n)λ4+(76-20n)λ3+(252-58n)λ2+(228-52n)λ+44-12n,假设λ1≥

λ2 ≥λ3 ≥λ4≥λ5 是p(λ)的根,则∑
i
λi=2n-11>0,λ1λ2λ3λ4λ5=12n-44>0,所以多项式p(λ)有

1个正根或3个正根。
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  由于

p(60-10n)<0, p(-3)=224>0, p(-2)=132-12n<0, p(-
1
2
)=
15
8n-

507
32>0

,

p(0)=44-12n<0, p(2n-1)=296n3+106n2-174n+2>0,

p(2n-2)=-16n4+208n3-72n2-758n+132<0,

即2n-2<λ1(G3)<2n-1,-
1
2<λ2

(G3)<0,这表明2n-
5
2<S2(D(G3))<2n-1。

定理4 设n>18,则S2(D(G1))<S2(D(G3))<S2(D(G2))。

2.2 距离拉普拉斯矩阵2个最大特征值的和

定理5 当n>25时,有S2(LD(G1))=4n-4。
证明 图G1 的距离拉普拉斯矩阵为

LD(G1)=

2n-4 -1 … -2 -2 -2 -2 … -2 -1
-1 2n-4 … -2 -2 -2 -2 … -2 -1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

-2 -2 … 2n-4 -1 -2 -2 … -2 -1
-2 -2 … -1 2n-4 -2 -2 … -2 -1
-2 -2 … -2 -2 2n-3 -2 … -2 -1
-2 -2 … -2 -2 -2 2n-3 … -2 -1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

-2 -2 … -2 -2 -2 -2 … 2n-3 -1
-1 -1 … -1 -1 -1 -1 … -1 n-1

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
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÷
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计算可得:
    |μE-LD (G1)|=

(μ-2n+1)n-7(μ-2n+3)4
μ-2n+17 2n-18 1

16 μ-17 1
8 n-9 μ-n+1

=

(μ-2n+1)n-7(μ-2n+3)4[μ3+(1-3n)μ2+(2n2-n)μ]。 (4)

令p(μ)=μ3+(1-3n)μ2+(2n2-n)μ,其根为2n-1,n和0,所以μ1(G1)=2n-3,μ2(G1)=2n-1,这
表明S2(LD(G1))=4n-4。

定理6 当n>25时,有6n-21<S2(LD(G2))<6n-11。

证明 由

LD(G2)=

3n-14 -1 … -2 -2 -3 -3 … -3 -2 -1

-1 3n-14 … -2 -2 -3 -3 … -3 -2 -1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

-2 -2 … 3n-14 -1 -3 -3 … -3 -2 -1

-2 -2 … -1 3n-14 -3 -3 … -3 -2 -1

-3 -3 … -3 -3 2n+5 -2 … -2 -1 -2

-3 -3 … -3 -3 -2 2n+5 … -2 -1 -2

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

-3 -3 … -3 -3 -2 -2 … 2n+5 -1 -2

-2 -2 … -2 -2 -1 -1 … -1 2n-11 -1

-1 -1 … -1 -1 -2 -2 … -2 -1 n+7
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计算可得:

|μE-LD(G2)|=

(μ-2n+13)4(μ-2n-7)n-11(μ-3n+11)3

μ-3n+27 3n-30 1 2

24 μ-27 2 1

8 2n-20 μ-2n+11 1

16 n-10 1 μ-n-7

=

μ(μ-2n+13)4(μ-2n-7)n-11(μ-3n+11)3[μ3+(4-6n)μ2+(11n2-5n-77)μ+

  (-6n3-15n2+237n)]。 (5)

令p(μ)=μ3+(4-6n)μ2+(11n2-5n-77)μ+(-6n3-15n2+237n),由于

p(n)=-16n2+160n<0, p(2n-25)=11n2-192n+1300>0,p(2n)=-9n2+83n<0,

p(3n-10)=-4n2-424n+170<0,p(3n)=6n2+6n>0,

则3n-10<μ1(G2)<3n,μ2(G2)=3n-11,可知6n-21<S2(LD(G2))<6n-11。

定理7 当n>25时,有6n-4<S2(LD(G3))<6n+9。

证明 图G3 的距离拉普拉斯矩阵为

LD(G3)=

2n-3 -1 … -2 -2 -2 -2 … -2 -1 -2 -3

-1 2n-3 … -2 -2 -2 -2 … -2 -1 -2 -3

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

-2 -2 … 2n-3 -1 -2 -2 … -2 -1 -2 -3

-2 -2 … -1 2n-3 -2 -2 … -2 -1 -2 -3

-2 -2 … -2 -2 2n-3 -2 … -2 -1 -2 -3

-2 -2 … -2 -2 -2 2n-3 … -2 -1 -2 -3

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

-2 -2 … -2 -2 -2 -2 … 2n-3 -1 -2 -3

-1 -1 … -1 -1 -1 -1 … -1 n -1 -2

-2 -2 … -2 -2 -2 -2 … -2 -1 2n-4 -1

-3 -3 … -3 -3 -3 -3 … -3 -2 -1 3n+6
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,

经过计算可得:

|μE-LD(G3)|=

(μ-2n+2)4(μ+2n+1)n-12(μ-2n)3

μ-2n+6 2n-22 1 2 3

16 μ-21 1 2 3

8 n-11 μ-n 1 2

16 2n-22 1 μ-2n+4 1

24 3n-33 2 2 μ-3n+6

=
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   (μ-2n+2)4(μ+2n+1)n-12(μ-2n)3[μ5+(5-8n)μ4+(23n2-28n+26)μ3+

     (-28n3+53n2-144n+66)μ2+(12n4-40n3+256n2-208n-66)μ+

     12n4-144n3+120n2+132n]=

 (μ-2n+2)4(μ+2n+1)n-12(μ-2n)3p(μ), (6)

由于

p(-1)=-132n3-106n2+136n+110<0, p(1)=24n4-212n3+452n2-176n+32>0,

p(2n-9)=-130n3+1584n2+4122n-39258<0, p(2n)=128n2>0,

p(3n-4)=-6n4+54n3+269n2-3096n+2984<0,

p(3n+8)=12n4+1470n3+2314n2+64030n+70256>0,

则3n-4<μ1(G3)<3n+8,2n<μ2(G3)<2n+1,可知6n-4<S2(LD(G3))<6n+9。

定理8 设n>25时,有S2(LD(G1))<S2(LD(G2))<S2(LD(G3))。

2.3 距离无符号拉普拉斯矩阵2个最大特征值的和

定理9 若n>35,则S2(QD(G1))<6n-11。

证明 显然可得:

QD(G1)=

2n-4 1 … 2 2 2 2 … 2 1

1 2n-4 … 2 2 2 2 … 2 1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 2n-4 1 2 2 … 2 1
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2 2 … 2 2 2 2n-3 … 2 1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 2 2 2 2 … 2n-3 1

1 1 … 1 1 1 1 … 1 n-1
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通过计算可得:

|qE-QD(G1)|=

(q-2n+5)n-6(q-2n+7)3
q-2n-9 -2n+18 -1

-16 q-4n+23 -1

-8 -n+9 q-n+1

=

(q-2n+5)n-6(q-2n+7)3[q3+(15-7n)q2+(14n2-63n+96)q-8n3+52n2-132n+104]=

(q-2n+5)n-6(q-2n+7)3p(q), (7)

计算可得p(n-3)=-5n2-351n-76<0,p(n-1)=n2-7n+7>0,p(4n-6)=4n2+90n-148>0,

p(4n-10)=-20n2-538n+1644<0,p(2n-5)=-4n2+50n-126<0。由函数的性质可知,p(q)的一

个根在(4n-10,4n-6)内,另一个根在(n-1,4n-10)内,而p(2n-5)<0,所以p(q)的另一个根小于

2n-5。
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综上可得q1(G1)<4n-6,q2(G1)=2n-5,即S2(QD(G1))<6n-11。

定理10 若n>35,则7n+3<S2(QD(G2))<13n-17。

证明 

QD(G2)=

3n-14 1 … 2 2 3 3 … 3 2 1

1 3n-14 … 2 2 3 3 … 3 2 1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 3n-14 1 3 3 … 3 2 1

2 2 … 1 3n-14 3 3 … 3 2 1

3 3 … 3 3 2n+5 2 … 2 1 2

3 3 … 3 3 2 2n+5 … 2 1 2

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

3 3 … 3 3 2 2 … 2n+5 1 2

2 2 … 2 2 1 1 … 1 2n-11 1

1 1 … 1 1 2 2 … 2 1 n+7
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由上式计算可得:

|qE-QD(G2)|=

(q-3n+15)4(q-2n-3)n-11(q-3n+17)3

q-3n+1 -3n+30 -1 -2

-24 q-4n+17 -2 -1

-8 -2n+20 q-2n+11 -1

-16 -n+10 -1 q-n-7

=

(q-3n+15)4(q-2n-3)n-11(q-3n+17)3[q4+(22-10n)q3+(35n2-211n+741)q2+

     (-50n3+465n2-2281n+2376)q+24n4-236n3+304n2+11564n-57672]=

   (q-3n+15)4(q-2n-3)n-11(q-3n+17)3p(q), (8)

由于

p(1)>24n4-286n3+n2>0, p(n)=-210n4+40n3-1230n2+13940n-57672<0,

p(2n-1)=304n3-1180n2+15556n-59328>0,

p(2n+20)=-574n3-634n2+142376n+622248<0,

p(4n+10)=-224n3-14904n2+76808n+622248<0,

p(10n)=3024n4+5314n3+51594n2+35324n-57672>0,

则4n+20<q1(G2)<10n,q2(G2)=3n-17,可知7n+3<S2(QD(G2))<13n-17。

定理11 若n>35,则7n-15<S2(QD(G3))<7n-5。

证明 图G3 的距离无符号拉普拉斯矩阵为
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QD(G3)=

2n-3 1 … 2 2 2 2 … 2 1 2 3

1 2n-3 … 2 2 2 2 … 2 1 2 3

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 2n-3 1 2 2 … 2 1 2 3

2 2 … 1 2n-3 2 2 … 2 1 2 3

2 2 … 2 2 2n-3 2 … 2 1 2 3

2 2 … 2 2 2 2n-3 … 2 1 2 3

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

2 2 … 2 2 2 2 … 2n-3 1 2 3

1 1 … 1 1 1 1 … 1 n 1 2

2 2 … 2 2 2 2 … 2 1 2n-4 1

3 3 … 3 3 3 3 … 3 2 1 3n+6

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,

计算可得:

|qE-QD(G3)|=

(q-2n+4)4(q-2n-5)n-12(q-2n+6)3

q-2n-10 -2n+22 -1 -2 -3

-16 q-4n+27 -1 -2 -3

-8 -n+11 q-n -1 -2

-16 -2n+22 -1 q-2n+4 -1

-24 -3n+33 -2 -1 q-3n+6

=

(q-2n+4)4(q-2n+5)n-12(q-2n+6)3[q5+(27-2n)q4+(55n2-256n+312)q3+

  (847n2-2060n+1758-120n3)q2+(3906-6592n+4102n2-1156n3+124n4)q+

  676-4516n+5048n2-2388n3+59n4-48n5]=

(q-2n+4)4(q-2n+5)n-12(q-2n+6)3p(q), (9)

因为

p(-1)=-48n5+425n4-1325n3+1738n2+260n-1758<0,

p(n)=11n4-34n3+214n2-610n+676>0,

p(2n-20)<-n4-n3<0,

p(2n-4)>n4+8n3+26248n2>0,

p(3n-5)=94n4-103n3+13914n2-503n-154>0,

p(3n)=-21n4-198n3+1094n2+720n+676<0,

p(4n-10)<-n<0,

p(4n-5)>405n4+n2+n>0,

则4n-10<q1(G3)<4n-5,3n-5<q2(G3)<3n,可知7n-15<S2(QD(G3))<7n-5。

定理12 设n>35时,有S2(QD(G1))<S2(QD(G3))<S2(QD(G2))。
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3 结 论

笔者对四叶图3种距离矩阵2个最大特征值的和进行了研究。结论如下:对于图G1,G2,G3 的距离矩

阵特征值,当n>18时,有S2(D(G1))<S2(D(G3))<S2(D(G2));对于图G1,G2,G3 的距离拉普拉斯矩

阵特征值,当n>25时,有S2(LD(G1))<S2(LD(G2))<S2(LD(G3));对于图G1,G2,G3 的距离无符号拉

普拉斯矩阵特征值,当n>35时,有S2(QD(G1))<S2(QD(G3))<S2(QD(G2))。四叶图经过2种变换后,3
种距离矩阵2个最大特征值的和都是增加的。

鉴于四叶图结构的复杂性,确定矩阵的2个最大特征值和的问题是比较困难的。笔者只研究了四叶图

的2种图变换下3种距离矩阵2个最大特征值和的变化。研究方法可为继续研究四叶图3种距离矩阵2个

最大特征值和的极值问题开拓思路。
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