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具有n-4个悬挂点的三圈图补图的最小特征值
剧宏娟,雷英杰

(中北大学理学院,山西太原 030051)

摘 要:为了讨论给定阶数为n且具有n-4个悬挂点的三圈图补图图类中邻接矩阵的最小特征
值,刻画其最小特征值达到极小的唯一图。在只考虑简单无向连通图的基础上,从补图的结构出发
研究图的最小特征值,通过运用相关知识点分析论证了当值为λ(G((n-4)/2⌉,⌊(n-4)/2 )C)
时,给定阶数为n且具有n-4个悬挂点的三圈图补图图类中邻接矩阵的最小特征值达到极小的
唯一图。结果表明:结合图邻接矩阵是表示顶点之间相邻关系的矩阵,它的最小特征值为图的最小
特征值,较好地刻画图的本质性质。研究得出的具有n-4个悬挂点的三圈图补图的最小特征值
达到极小的唯一图,为后续进一步研究补图图类中邻接矩阵的最小特征值提供了一定的借鉴价值。
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Abstract:Inordertodiscusstheminimumeigenvalueofadjacencymatrixintheclassofcomplementarygraphsofthetricyclic
graphwithagivenorderofnandn-4pendentvertexes,theuniquegraphwhoseminimumeigenvaluereachestheminimumis
characterized.Basedonthesimpleundirectedconnectedgraph,theminimumeigenvalueofthegraphisstudiedfromthestruc-

tureofthecomplementgraph,andtheminimumeigenvalueoftheadjacencymatrixinthecomplementgraphclassofthetricy-

clicgraphwithagivenorderofn andn-4pendentvertexesreachesthe minimum uniquegraph whenthevalueis

λ(G((n-4)/2⌉,⌊(n-4)/2 )C).Theresultshowsthattheassociativegraphadjacencymatrixisamatrixwhichrepresents
theadjacencybetweenvertices,anditsminimumeigenvalueistheminimumeigenvalueofgraph,whichcandescribetheessen-

tialpropertiesofgraphwell.Theconclusionfromthisresearchshowsthattheminimumeigenvalueofthecomplementgraphof

thetricyclicgraphwithagivenorderofnandn-4pendentvertexesreachestheminimumeigenvalue,whichprovidescertain
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referenceforfurtherstudyoftheminimumeigenvalueoftheadjacencymatrixinthecomplementgraphclass.

Keywords:graphtheory;tricyclicgraph;adjacencymatrix;theminimumeigenvalue;pendentvertexes;complementgraph

  设G=(V,E)是一个n 阶简单无向图,其顶点集为V=V(G)={v1,v2,…,vn},边集E=E(G)=
{e1,e2,…,em}。图G 中与顶点v相邻的点的集合定义为顶点v的领域,记为NG(v),顶点v 的度记为

d(v)=|NG(v)|。图G=(V,E)的补图记为GC=(V,EC),其中EC={xy:x,y∈V,x≠y,xy∉E}。图G
的邻接矩阵是A(G)=(aij)n×n,如果vivj∉E,则aij=0;如果vivj∈E,则aij=1。由于A(G)是实对称矩
阵,故它的特征值是实数且可将n个特征值从小到大排序为λ1(G)≥λ2(G)≥…≥λn(G)。A(G)的特征值
被称为图G 的特征值。其中A(G)的最大特征值λ1(G)为图G 的最大特征值,记作λmax(G),A(G)的最小
特征值λn(G)为图G 的最小特征值,记作λ(G),它对应的特征向量为图G 的第一特征向量。
图的邻接矩阵的谱性质研究是代数图论的重要研究课题,邻接谱半径的极图问题是谱图理论的热门问

题,对图谱半径的研究已有不少研究成果。然而,对于谱半径最小特征值的研究相对较少。近年来,最小特
征值的问题已经越来越受到国内外学者的重视[1-21]。文献[1-3]研究某些图类的最小特征值的极小图,其
中最早由BELL等[1-2]刻画了图类的最小特征值的极小图,此工作使研究者对图的最小特征值问题有了更多
的关注。文献[5—21]从补图结构出发,分别研究了补图为2-点(边)连通图、树、单圈图、连通图、具有独立
数的单圈图、三圈图、具有悬挂点的单圈图和具有独立数的双圈图图类的最小特征值。受此启发,笔者仍从
补图的结构出发,在只考虑简单无向连通图的基础上,研究了给定阶数为n且具有n-4个悬挂点的三圈图
补图图类中邻接矩阵的最小特征值,刻画此类图最小特征值达到极小的唯一图。

1 预备工作

为了方便讨论,介绍以下必备知识点。
图G=(V,E),对于向量X∈Rn,如果存在一个从V 到X 中值的映射φ,满足对于任意u∈V 有Xu=

φ(u),则称X 定义在G 上。
对于任意向量X∈Rn,有:

XTA(G)X=2 ∑
uv∈E(G)

XuXv, (1)

若λ是A(G)对应于特征向量X 的特征值,则由特征值的定义,当且仅当X≠0,对于每个v∈V,有:

λXv = ∑
u∈NG(v)

Xu, (2)

式(2)为G 关于X 的特征等式。另外,对于单位向量X∈Rn,有:

λ(G)≤XTA(G)X, (3)
当且仅当X 是G 的第一特征向量时等式成立。
这里GC 是图G 的补图。记J是元素全为1的n阶矩阵,I是n阶单位矩阵,有:

A(GC)=J-I-A(G), (4)
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图1 G(p,q)
Fig.1 G(p,q)

在这里,记Ωn 为给定阶数为n且具有n-4个悬挂点的三圈
图,则它的三内圈必两两共边,其三内圈为C3,其外圈为C3,这
里n-4个悬挂点只悬挂在圈外的2个顶点上,悬挂点的个数
记为p,q(p+q=n-4)。显然有G(p,q)≌G(q,p),如图1
所示。
引理1[4] 设A 是一个实对称n×n阶矩阵,B 为A 的m×

m 阶主子阵,且μ1(A)≥μ2(A)≥…≥μn(A),μ1(B)≥

μ2(B)≥…≥μm(B),分别为A 与B 的特征值,则对于i=1,

2,…,m,有μn-m+i(A)≤μi(B)≤μi(A)。
引理2 给定正整数n(n≥12),对于任意的整数p,q,当

p>q≥0,有λ(G(p,q)C)>λ(G(p-1,q+1)C)。
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证明 设G(p,q)如图1所示,X是G=(p,q)C 的第一特征向量。由于K2⊂G(p,q)C,且λ(K2)=-1,
由引理1知λ(G(p,q)C)≤-1。根据邻接矩阵的特征等式(2)知X2=X6,且点v1 的p个悬挂点在X 中对
应的值相同,记为X3;v4 的q个悬挂点在X 中对应的值相同,记为X5。并记Xv1=X1,Xv2=Xv6=X2,

Xv4=X4。
由式(2)可得到:

λX1=qX5,

λX2=pX3+qX5,

λX3=2X2+X4+qX5+(p-1)X3,

λX4=pX3,

λX5=X1+2X2+pX3+(q-1)X5,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

将上式转化成矩阵等式(λI-B)X'=0,
其中:

X'=(X1,X2,X3,X4,X5)T, B=

0 0 0 0 q
0 0 p 0 q
0 2 p-1 1 q
0 0 p 0 0
0 0 p 0 q-1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

令f(x;p,q)=det(xI-B),可以得到:

f(x;p,q)=x5+(2-p-q)x4-(4p+4q-1)x3+(2pq-3p-3q)x2+5pqx,
则λ为多项式f(x;p,q)=0的最小根。显然,f(x;p-1,q+1)-f(x;p,q)=(p-q-1)x(2x+5),由于

p>q≥0,λ≤-1,故有:f(λ;p-1,q+1)-f(λ;p,q)=(p-q-1)λ(2λ+5)<0,从而有:λ(G(p,q)C)>
λ(G(p-1,q+1)C)。

2 主要结果

定理1 给定正整数n(n≥12),对于任意的整数p,q(p,q≥0),有:λ(G(p,q)C)≥λ(G((n-4)/2⌉,
⌊(n-4)/2 )C),当且仅当G(p,q)=G((n-4)/2⌉,⌊(n-4)/2 )时等号成立。
证明 设G(p,q)如图1所示,X 是G(p,q)C 的第一特征向量。K2∈G(p,q)C,且λ(K2)=-1,从引

理1可知λ[G(p,q)C]≤-1。根据邻接矩阵等式(2)知v1 的p个悬挂点在X 中对应的值相同,记为X4,v3

的q个悬挂点在X 中对应的值相同,记为X5,且X2=X6,并记Xv1=X1,Xv2=Xv6=X2,Xv3=X3。

1)若q=0,由式(2),记Xv2=Xv6=X2,故有:

λX1=0,

λX2=pX3,

λX3=2X2+X4+(p-1)X3,

λX4=pX3,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

将上式转化成矩阵等式(B-λI)X'=0,其中X'=(X1,X2,X3,X4)T,且p+q=n-4,故有:

B=

0 0 0 0
0 0 p 0
0 2 p-1 1
0 0 p 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

令f1(x;n-4,0)=det(B-xI),可以得到:f1(x;n-4,0)=x[x3-(n-5)x2+12x-3nx],则λ为

f1(x;n-4,0)=0的最小根。

x=-2.5时,则有f1(-2.5;p,q)=575/16-(25/8)n。当n≥12时,则有f1(-2.5;p,q)<0,从而
λ<-2.5。
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  2)若q≥1,由式(2),记Xv2=Xv6=X2,可得:

λX1=qX5,

λX2=pX3+qX5,

λX3=2X2+X4+qX5+(p-1)X3,

λX4=pX3,

λX5=X1+2X2+pX3+(q-1)X5,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

将上式转化成矩阵等式(λI-B)X'=0,其中X'=(X1,X2,X3,X4,X5)T,

B=

0 0 0 0 q
0 0 p 0 q
0 2 p-1 1 q
0 0 p 0 0
1 2 p 0 q-1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

令f2(x;p,q)=det(B-xI),可以得到:

f2(x;p,q)=x5+(2-p-q)x4-(4p+4q-1)x3+(2pq-3p-3q)x2+5qpx,
当x=-2.5时,则有f2(-2.5;p,q)=-3.90625-120.3125(p+q)+15.625,则λ是f2(x;p,q)=0的最
小根。当n≥12时,p+q=n-4≥8,此时f2(-2.5;p,q)<0,故λ<-2.5。
当p≤q+2时,x<-2.5时,则有f2(x;p-1,q+1)-f2(x;p,q)=(p-q-1)x(2x+5)<0,由于λ

是方程f2(x;p,q)=0的最小根,从而当λ<-2.5时,有f2(x;p,q)=0,f2(λ;p-1,q+1)<0,则可得:

λ[G(p,q)C]>λ[G(p-1,q+1)C]>…>λ[G((n-4)/2⌉,⌊(n-4)/2 )C]。

3)下面讨论λ[G(n-4,0)C]与λ[G(n-5,1)]C 的大小。
设g(x)=-xf1(x;n-4,0)=-x5+(n-5)x4-12x3+3nx3,则当n≥12,x<-2.5时,

g(x)-f2(x;n-5,1)=-x3+(n-7)x2+(4n-19)x-(n-5)>0,
由此可知,λ[G(n-4,0)C]<-2.5,λ[G(n-5,1)C]<-2.5,即λ[G(n-4,0)C]>λ[G(n-5,1)C]。
综上可知结论成立。
定理2 给定正整数n(n≥12),对于任意的图G∈Ωn,有λ(GC)≥λ(G(p,q)C)。
证明 对于任意的图G∈Ωn,它的外圈必为C3,外圈上的点依次为v1,v2,v4,X 是GC 的第一特征向

量。不妨设Xv1≥Xv2≥Xv4,若悬挂点在X 中对应的值大于等于零,则删除该边连接点v1,若悬挂点在X
中对应的值小于零,则删除该边连接点v4,最终所得悬挂点只悬挂在圈上两点,得图G(p,q),故须证

λ(GC)≥λ(G(p,q)C)。
根据以上方法,可得:

Xi≥0,XiX1≥XiX2≥XiX4,

Xi<0,XiX1<XiX2<XiX4,
所以,由式(1)可知:

XTA(G)X=2∑
uv∈E(G)

XuXv ≤2 ∑
uv∈E(G(p,q))

XuXv =XTA(G(p,q))X,

故有:

XTA(GC)X-XTA(G(p,q)C)X=
XT(J-I-A(G))X-XT(J-I-A(G(p,q))X=
XT(J-I)X-XTA(G)X-XT(J-I)X+XTA(G(p,q))X=
XTA(G(p,q))X-XTA(G)X≥0,

从而有:λ(GC)=XTA(GC)X≥XTA(G(p,q)C)X。
通过式(3)可得:λ(GC)≥λ(G(p,q)C)。
定理3 给定一个正整数n(n≥12),对于任意的G∈ΩC

n,有:λ(G)≥λ(G((n-4)/2⌉,⌊(n-4)/2 )C)
等号成立,当且仅当GC=G((n-4)/2⌉,⌊(n-4)/2 )。
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3 结 论

本文讨论了给定阶数为n且具有n-4个悬挂点三圈图补图图类中邻接矩阵的最小特征值,在只考虑
简单无向连通图的基础上,从补图的结构出发研究图的最小特征值,从而刻画了当给定阶数为n 且具有
n-4个悬挂点的三圈图补图图类中邻接矩阵的最小特征值为λ(G((n-4)/2⌉,⌊(n-4)/2 )C)时,其邻接
矩阵的最小特征值达到极小的唯一图,并为研究此类图最小特征值达到极小的唯一图和后续补图图类中邻
接矩阵的最小特征征值提供了一定的理论依据。
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