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无穷区间上二阶三点q-差分方程
边值问题解的存在性
禹长龙,张博雅,韩获德

(河北科技大学理学院,河北石家庄 050018)

摘 要:为了拓展非线性量子差分方程边值问题的基本理论,研究了一类无穷区间上非线性项含有
一阶q-微分的二阶三点非线性q-差分方程边值问题解的存在性。首先,给出并证明了含有无穷限
广义积分的二重q-积分的交换积分次序公式;其次,计算出了无穷区间上二阶三点线性q-差分方
程边值问题的Green函数,并研究了Green函数的性质;再次,在抽象空间上构造积分算子,然后运
用Leray-Schauder连续定理,获得了无穷区间上二阶三点非线性q-差分方程边值问题解的存在性
结果;最后给出实例。实例验证表明所得结果是正确的。研究结果对量子微积分的发展及其在数
学物理等领域的应用都有着重要的意义。
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Abstract:Inordertoextendthebasictheoryofboundaryvalueproblemsfornonlinearquantumdifferenceequations,theexist-
enceofsolutionsforaclassofsecondorderthree-pointnonlinearq-differentialequationswithafirstorderq-differentialona
nonlinearintervalisstudied.Firstly,changingtheorderofintegrationformulaofdoubleq-integralwithinfinitelimitgeneral-
izedintegralisgivenandproved.Secondly,theGreenfunctionoftheboundaryvalueproblemofsecond-orderthree-pointlinear

q-differenceequationontheinfiniteintervaliscalculatedandthepropertyofGreenfunctionisstudied.Next,theintegraloper-
atorTisconstructedontheabstractspace,andtheLeray-Schaudercontinuoustheoremisusedtoobtaintheexistenceofthe
solutionoftheboundaryvalueproblemsforthesecond-orderthree-pointnonlinearq-differenceequationontheinfiniteinterval.
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Finally,anexampleisgiventoillustratethevalidityoftheresults.Theresearchresultshaveimportantsignificanceforthe

developmentofquantumcalculusanditsapplicationinthefieldsofmathematicalphysics.

Keywords:nonlinearfunctionalanalysis;q-differenceequation;infiniteinterval;three-pointboundaryvalueproblem;Leray-
Schaudercontinuationtheorem

  最早起源于20世纪初,由JACKSON提出的量子微积分,又名q-微积分,是一类无极限的微积分,参见
文献[1—2]。由量子力学的知识可知,时间和空间是不连续的,不能任意分割,也不存在小于普朗克尺度的
量,这足以说明用经典微积分描述的物理现象与真实世界必然会存在偏差。此时,量子微积分应运而生。

q-微积分被广泛地应用于数学、物理等科学领域,如宇宙弦与黑洞、适形量子力学、核和高能物理、数值理论、
组合、正交多项式、基本超几何函数和其他科学的量子理论、力学和相对论等领域[3-9]。
近年来,量子差分方程(q-差分方程)边值问题颇受专家、学者们的关注,日益成为许多学者研究的课

题。其中,非线性q-差分方程边值问题可以广泛地应用于各个研究领域,并且已经得到了一些有限区间上
非线性q-差分方程边值问题解的存在性和唯一性理论,参见文献[10—15]及其参考文献。
由于Arzela-Ascoli定理在无穷区间上是失效的,所以对无穷区间上边值问题的研究更加复杂,参见文

献[16—20]及其参考文献。2006年,LIAN等[21]研究了半线性二阶三点边值问题:

x″(t)+f(t,x(t),x'(t))=0, 0<t<+∞,

x(0)=ax(η), lim
t→+∞

x'(t)=0{
的可解性,其中α∈R,α≠1,η∈(0,+∞)。
目前,无穷区间上q-差分方程边值问题的研究结果几乎没有。基于上述基础,笔者研究一类无穷区间

上二阶三点非线性q-差分方程边值问题:

D2
qx(t)+f(t,x(t), Dqx(t))=0, 0<t<+∞,

x(0)=αx(η), lim
t→+∞

Dqx(t)=0{ (1)

解的存在性,其中f:[0,+∞)×R2 →R 是连续函数,α∈R,α≠1,η∈(0,+∞),q∈(0,1)。

本文中P =∫
+∞

0
p(s)dqs,P1 =∫

+∞

0
sp(s)dqs,Q =∫

+∞

0
q(s)dqs。考虑空间为C1

q,∞[0,+ ∞)={x ∈

C1[0,+∞),lim
t→+∞

x(t),lim
t→+∞

Dqx(t)存在},且 ‖x‖=max{‖x‖∞,‖Dqx‖∞},其中,‖·‖∞ 为无穷区

间上的上确界范数。记L1
q[0,+∞)={x:[0,+∞)→R,x可积},其范数为‖x‖L1q =∫

+∞

0
|x(t)|dqt。

1 预备知识

首先给出本文用到的定义及相关引理。

定义1[22] 对任意的0<q <1,定义函数f 的q- 导数为Dqf(t)=
f(t)-f(qt)

t(1-q)
,Dqf(0)=

lim
t→0

Dqf(t)。记lim
q→1-

Dqf(t)=f'(t)。

定义2[22] 若Dn
qf(t):=DqDn-1

q f(t),n∈N,称Dn
qf(t)为函数f 的n阶q-导数,其中,D0

qf(t):=

f(t)。
定义3[22] 定义函数f在区间[0,b]的q-积分为

Iqf(t):=∫
x

0
f(t)dqt:=(1-q)x∑

∞

j=0
qjf(qjx),x ∈ [0,b],

若a∈[0,b],且f在[0,b]有定义,则

∫
b

a
f(t)dqt:=∫

b

0
f(t)dqt-∫

a

0
f(t)dqt。

  特别地,I0qf(t):=f(t),In
qf(t):=IqIn-1

q f(t),n∈N。

显然,DqIqf(t)=f(t)。如果函数f在x=0连续,则IqDqf(t)=f(t)-f(0)。
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定义4[22] 定义函数f(x)在[0,+∞)上的非正常q-积分为∫
∞

0
f(x)dqx= ∑

∞

j= -∞∫
qj

qj+1
f(x)dqx,0<q<1,

或者∫
∞

0
f(x)dqx=∑

∞

j= -∞∫
qj+1

qj
f(x)dqx,q>1,其中∫

qj

qj+1
f(x)dqx=(1-q)qjf(qj)。

引理1[22] 若F(x)为f(x)的原函数且F(x)在x=0处连续,则

∫
b

a
f(x)dqx=F(b)-F(a), 0≤a<b≤+∞。

引理2 对任意的0<q<1,f在x=0处连续,则

∫
t

0∫
+∞

r
f(s)dqsdqr=∫

+∞

0
tf(s)dqs-∫

t

0
(t-qs)f(s)dqs。

证明  运用定义3,定义4简单计算易证结论成立。

引理3 若y(t),ty(t)∈L1
q[0,+∞),则线性边值问题:

D2
qx(t)+y(t)=0, 0<t<+∞,

x(0)=ax(η), lim
t→+∞

Dqx(t)=0{ (2)

有唯一解x(t)=∫
+∞

0
G(t,qs)y(s)dqs,

其中:

G(t,qs)=
1
1-α

qs, 0≤qs≤min{η,t}<+∞,

α(qs-t)+t, 0≤t≤qs≤η<+∞,

α(η-qs)+qs, 0<η≤qs≤t<+∞,

α(η-t)+t, 0<max{η,t}≤qs<+∞。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(3)

证明  对q-差分方程(2)的两边从t到+∞ 积分且由lim
t→+∞

Dqx(t)=0得:

Dqx(t)=∫
+∞

t
y(s)dqs, (4)

再对式(4)两边从0到t积分且由引理2得:

x(t)=∫
+∞

0
ty(s)dqs-∫

t

0
(t-qs)y(s)dqs+x(0),

又由x(0)=αx(η),可得:

x(0)=
α
1-α∫

+∞

0
ηy(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)y(s)dqs( ) ,

于是有:

x(t)=∫
+∞

0
ty(s)dqs-∫

t

0
(t-qs)y(s)dqs+

α
1-α∫

+∞

0
ηy(s)dqs-∫

η

0
(η-qs)y(s)dqs( ) =

∫
+∞

0
G(t,qs)y(s)dqs, (5)

其中:G(t,qs)为边值问题(2)对应的Green函数,结论得证。

注1 当q→1时,退化为微分方程边值问题:

x″(t)+y(t)=0,

x(0)=αx(η), lim
t→+∞

x'(t)=0{
的Green函数:

G(t,s)=
1
1-α

s, 0≤s≤min{η,t}<+∞,

α(s-t)+t, 0≤t≤s≤η<+∞,

α(η-s)+s, 0<η≤s≤t<+∞,

α(η-t)+t, 0<max{η,t}≤s<+∞。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï
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  引理4 ∀t,s∈ [0,+∞),有:

|G(t,qs)|≤

max{αηα-1
,s}, α<0,

s
1-α

, 0≤α<1,

max αqs
α-1

,αη
α-1

,s{ }, α>1。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

证明  对 ∀s∈ [0,+∞),G(t,qs)关于t单调递增,于是有:

min αqs
1-α

,αη
1-α{ }≤G(t,qs)≤G(qs,qs)≤

1
1-α

qs, qs≤η,
α(η-qs)+qs, qs≥η。{

故有:

min αqs
1-α

,αη
1-α{ }≤G(t,qs)≤s, α<0,

min αqs
1-α

,αη
1-α{ }≤G(t,qs)≤

s
1-α

, 0≤α<0,

min αqs
1-α

,αη
1-α{ }≤G(t,qs)≤s, α>0。

命题得证。
引理5 Green函数G(t,qs)满足:

lim
t→+∞

G(t,qs)=􀭺G(s)=
1
1-α

qs, qs≤η,
α(η-qs)+qs, qs≥η。{

定义5 函数f:[0,+∞)×R2 →R 称为S-Caratheodory函数,当且仅当满足以下条件:

1)∀(u,v)∈R2,t→f(t,u,v)在区间[0,+∞)上可测;

2)∀t∈ [0,+∞),(u,v)→f(t,u,v)在R2 上连续;

3)∀r>0,∃φr(t),tφr(t)∈L1
q[0,+ ∞),φr(t)>0,使得当 max{|u|,|v|}≤r 时,∀t∈

[0,+∞),有|f(t,u,v)|≤φr(t)。
定理1[23] 设M ⊂C∞[0,+∞)={x ∈C[0,+∞),lim

t→+∞
x(t)存在},若满足以下条件:

a)M 在C∞[0,+∞)上一致有界;

b)M 中的所有函数在[0,+∞)的任意紧区间上等度连续;
c)M 中所有函数等度收敛,即 ∀ε>0,∃T=T(ε)>0,∀t>T,f∈M 有|f(t)-f(+∞)|<ε。
则M 在X 中是相对紧的。

2 主要结论

考虑空间X={x ∈C1
q,∞
[0,+∞),x(0)=αx(η),lim

t→+∞
Dqx(t)=0},定义算子T:X×[0,1]→X 为

T(x,λ)(t)=λ∫
+∞

0
G(t,qs)f(s,x(s),Dqx(s))dqs, 0≤t<+∞。 (6)

引理6 设f:[0,+∞)×R2→R是S-Caratheodory函数,则∀λ∈[0,1],T(x,λ)在X上是全连续的。
证明  首先,证明Tx ∈X。对 ∀x ∈X,则 ∃r>0,使得 ‖x‖ <r。对 ∀λ∈ [0,1],有:

T(x,λ)(t)=λ∫
+∞

0
G(t,qs)f(s,x(s),Dqx(s))dqs≤

∫
+∞

0
|G(t,qs)|φr(s)dqs<+∞, t∈ [0,+∞)。

由于G(t,qs)关于t是连续的,根据控制收敛定理,得:

|T(x,λ)(t1)-T(x,λ)(t2)|≤λ∫
+∞

0
|G(t1,qs)-G(t2,qs)||f(s,x(s),Dqx(s))|dqs≤

λ∫
+∞

0
|G(t1,qs)-G(t2,qs)|φr(s)dqs→

0, (t1 →t2), (7)
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并且

|DqT(x,λ)(t1)-DqT(x,λ)(t2)|=

λ|∫
t2

t1
f(s,x(s),Dqx(s))dqs|≤

λ∫
t2

t1
|f(s,x(s),Dqx(s))|dqs≤

∫
t2

t1
φr(s)dqs→

0, (t1 →t2), (8)
其中,0≤t1,t2 <+∞。从而,Tx ∈C1[0,+∞)。显然,

T(x,λ)(0)=αT(x,λ)(η),

lim
t→+∞

DqT(x,λ)(t)=lim
t→+∞∫

+∞

t
f(s,x(s),Dqx(s))dqs=0,

因此,T(x,λ)(t)∈X。
其次,证明T(x,λ)在X中等度收敛。设∀xn∈X,当n→+∞时,xn→x。下面证明对∀λ∈[0,1],

当n→+∞ 时,T(xn,λ)→T(x,λ)。由于f为S-Caratheodory函数,则有:

|∫
+∞

0
􀭺G(s)(f(s,xn(s),Dqxn(s))-f(s,x(s),Dqx(s)))dqs|≤2∫

+∞

0
|􀭺G(s)|φr0(s)dqs<+∞,

其中,

r0 >0,r0 ∈R,且max{maxn∈N\{0}‖xn‖,‖x‖}≤r0,
于是有:

|T(xn,λ)(+∞)-T(x,λ)(+∞)|=

|λ∫
+∞

0
􀭺G(s)(f(s,xn(s),Dqxn(s))-f(s,x(s),Dqx(s)))dqs|≤

λ∫
+∞

0
|􀭺G(s)||f(s,xn(s),Dqxn(s))-f(s,x(s),Dqx(s))|dqs→

0, (n→+∞), (9)
并且

|T(xn,λ)(t)-T(xn,λ)(+∞)|=

λ|∫
+∞

0
(G(t,qs)-􀭺G(s))f(s,xn(s),Dqxn(s))dqs|≤

λ∫
+∞

0
|G(t,qs)-􀭺G(s)|φr0(s)dqs→

0, (t→+∞), (10)
另外,

|DqT(xn,λ)(t)-DqT(xn,λ)(+∞)|≤∫
+∞

t
|f(s,xn(s),Dqxn(s))|dqs≤

∫
+∞

t
φr0(s)dqs→

0, (t→+∞)。 (11)
同理可得:

|T(x,λ)(t)-T(x,λ)(+∞)|→0, (t→+∞), (12)

|DqT(x,λ)(t)-DqT(x,λ)(+∞)|→0, (t→+∞)。 (13)

对 ∀T0 ∈R+,T0 <+∞,当t∈ [0,T0]时,有:

|T(xn,λ)(t)-T(x,λ)(t)|≤

∫
+∞

0
|G(t,qs)||f(s,xn(s),Dqxn(s))-f(s,x(s),Dqx(s))|dqs→

0, (n→+∞), (14)
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及

|DqT(xn,λ)(t)-DqT(x,λ)(t)|≤

∫
+∞

0
|f(s,xn(s),Dqxn(s))-f(s,x(s),Dqx(s))|dqs→

0, (n→+∞)。 (15)
结合式(6)— 式(15),可以看出T(·,λ)是连续的。设B⊂X 是一个有限子集,容易证明TB是一致有

界的。类似证明式(7)、式(8)、式(12)和式(13)的方法,可以证明TB 是等度连续且等度收敛的。因此,通
过定理1,算子T(·,λ):X ×[0,1]→X 是全连续的。
定理2 设f:[0,+∞)×R2 →R 是S-Caratheodory函数。若 ∃p(t),q(t),r(t)∈L1

q[0,+∞),

tp(t),tq(t),tr(t)∈L1
q[0,+∞),使得 ∀t∈ [0,+∞),∀(u,v)∈R2,有:|f(t,u,v)|≤p(t)|u|+

q(t)|v|+r(t),且
max{ηP+P1+Q,α(1-ηP-P1)+P1}<1, α<0,

αη
1-αP+P1+Q <1, 0≤α<1,

max αη
α-1

P+P1+Q,
α(qR1+ηR)

α-1 +P{ }<1, α>1,
则边值问题(1)至少有1个解。
证明  由引理3,当且仅当x 是算子T(·,λ)的一个不动点时,x ∈X 是边值问题(1)的解。显然,

∀x ∈X,有T(x,0)=0。由Leray-Schauder连续定理可知,只需证明∀λ∈[0,1],算子T(·,λ)在闭集X
中的不动点不依赖于λ即可。
下面证明T(·,λ)的不动点有一个不依赖于λ的先验界M。假设x=T(x,λ),并记

Q1=∫
+∞

0
sq(s)dqs, R=∫

+∞

0
r(s)dqs, R1=∫

+∞

0
sr(s)dqs。

情形1 当α<0时,∀x ∈X,有x(0)x(η)≤0,因此,∃t0 ∈ [0,η],使得x(t0)=0,则有:

|x(t)|≤∫
t

t0
|Dqx(s)|dqs≤ (t+η)‖Dqx‖∞, t∈ [0,+∞),

因此,

   ‖Dqx‖∞ ≤ ‖λf(t,x,Dqx)‖L1q ≤ ‖f(t,x,Dqx)‖L1q ≤
‖p(t)|x(t)|+q(t)|Dqx|+r(t)‖L1q ≤
(ηP+P1+Q)‖Dqx‖∞ +R,

即

‖Dqx‖∞ ≤
R

1-ηP-P1-Q
:=M'1。

同理可得:

|x(t)|≤λ|∫
+∞

0
G(t,qs)f(s,x(s),Dqx(s))dqs|≤

∫
+∞

0
(αη
α-1+s)f(s,x(s),Dqx(s))dqs≤

(αηP
α-1+P1)‖x‖∞ +(

αηQ
α-1+Q1)M'1+

αηR
α-1+R1, t∈ [0,+∞),

即

‖x‖∞ ≤
αη(QM'1+R)+(α-1)(Q1M'1+R1)

α(1-ηP-P1)+P1-1
:=M1,

记M =max{M1,M'1},M 与λ无关,则 ‖x‖ ≤M。
情形2 当0≤α<1时,对 ∀x ∈X 有:

|x(t)|=|ax(η)+∫
t

0
Dqx(s)dqs|≤α|x(η)|+t‖Dqx‖∞, t∈ [0,+∞),
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即

|x(t)|≤
αη
1-α+tæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Dqx‖∞, t∈ [0,+∞)。

用情形1的方法,得:

‖Dqx‖∞ ≤
(1-α)R

(1-α)(1-P1-Q)-αηP
:=M'2,

‖x‖∞ ≤
Q1M'2+R1

1-α-P1
:=M2,

记M =max{M2,M'2},M 与λ无关,则 ‖x‖ ≤M。
情形3 当α>1时,对 ∀x ∈X,得:

|x(t)|=|x(η)+∫
t

η
Dqx(s)dqs|≤

1
α|x(0)|+|t-η|‖Dqx‖∞, t∈ [0,+∞),

即

|x(t)|≤
αη

α-1+tæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Dqx‖∞, t∈ [0,+∞)。

同理可得:

‖Dqx‖∞ ≤
(α-1)R

(α-1)(1-P1-Q)-αηP
:=M'3,

‖x‖∞ ≤
(αq+α-1)(Q1M'3+R1)+αη(QM'3+R)

(α-1)(1-P1)-α(qR1+αηR)
:=M3,

记M =max{M3,M'3},M 与λ无关,则 ‖x‖ ≤M。由此可知,边值问题(1)至少有1个解。

3 例 子

考察边值问题:

D2
qx(t)+e-γt

q Dqx(t)=0, 0<t<+∞,

x(0)=
l-􀭰eγη

q

l-1
x(η), lim

t→+∞
Dqx(t)=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(16)

其中,0<q<1,γ>1,l∈R,α=
l-e-γη

q

l-1 <1。

令p(t)=r(t)=0,q(t)=e-γt
q
,则Q=∫

+∞

0
e-γs

q dqs=
1
γ <1,

αη
1-αP+P1+Q<1,应用定理2知,边值

问题(16)至少有1个解。
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