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基于Laplace调和方程的网格重构算法
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摘 要:针对三角形网格向四边形网格的转化问题,基于调和方程构建模型梯度场,追踪表面流线,
实现了参数化网格重构。首先,建立了基于离散Laplace方程的三角网格梯度场理论模型、数据结

构模型和稀疏矩阵求解方案;其次,提出了局部坐标变换和参数方程相结合求解流线节点的统一算

法,并针对流线跟踪无交点、有多个交点等特殊情况,提出了梯度收敛、最短距离和参数极值等优选

策略;最后,通过模型实验验证了算法。结果表明,流线网格具有等参、闭合特点,复杂模型网格划

分没有歧义,而且网格质量随网格密度增加而提高。因此,相对于传统几何重构算法,数学方法对

网格重构表达具有鲁棒性和唯一性,且应用场景更广泛。
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Abstract:Upontheproblemoftransformingtriangularmeshintoquadrilateralmesh,gradientfieldviaharmonicequationis
created,integralflowistracked,andparameterizedmeshisreconstructed.First,gradientfieldconstructiontheory,datastruc-

turemodelandsolutionschemeofsparsematrixareconstructed.Then,oneuniformalgorithmforsolvingflowlinenodeby
integrationoflocalcoordinatetransformationandparameterizedequationisadvanced,andschemeslikegradientconvergence,

shortestdistanceandextremeparameterareoptimallyoccupieduponspecialcasesofnointersectionormultipleintersections

whentracingflowline.Finally,thealgorithmisverifiedviacasestudies.Theresultshowsthatflowlinesarecharacterizedas

iso-parameterizedandclosed,meshreconstructionofcomplicatemodelshasnobifurcation,andmeshqualityisincreasedwith

itsdensity.Theresultprovesthatmathematicalmethodhasrobustnessanduniquenessformeshreconstructionrepresentation

comparedwithtraditionalgeometrymethod,anditwillhavemoreapplicationscenarios.
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  非结构化网格没有规则的拓扑结构,网格划分灵活性强,但是占用内存大,后续应用的数值计算量大;结
构化网格有更好的网格质量,边界拟合性好,数值计算性能高、扩散性小。网格转化、重构及其衍生问题是学

者持续关注的课题。以Q-Morph算法[1-2]为代表的几何推演迭代方法存在计算量大,优质网格生成还需要

相当的后置处理等问题。其他的如方向场法[3]、边界简化法[4]、最少奇异点模板法[5]、体素法[6]等,可以通过

参数优化生成自适应四边形网格,但都存在单元方向和单元密度难以控制等问题。在数学上,离散网格模型

即为分段流形。基于 Morse理论,为流形曲面选择合适的 Morse函数,就能保证 Morse-Smale复形将该曲

面划分为纯四边形结构[7-8]。该方法很容易实现模型特征约束和单元密度控制,但是由于模型的复杂性和标

量场数据的多样性,很难鲁棒地构建 Morse-Smale复形。为此,越来越多的学者开始采用调和方程进行等

参数化网格的重构研究[9-11]。本文以三角网格模型为研究对象,展开离散Laplace调和方程创建和求解、流
线跟踪及流线网格重构方面的研究。该研究可扩展至有限元网格划分,用于材料、流体力学等综合性能分

析;可扩展至图像处理领域,用于医学分层图像、地理等高图像重构和网格分析;还可扩展至仿生结构设计,
用于多孔结构、微观分形结构建模。

1 三角网格模型的场求解

在拓扑几何上,三角网格模型为节点V 和三角面F 集合构成的分段线性流形,即M=(V,F)。根据应

用需求,为每个节点vi∈V 赋标量值ui,即构造M 上的标量场u:V。

1.1 理论分析

对标量场u 构造Laplace调和方程[12-13]:

Δu=0。 (1)

  给定第一类边界条件,即狄利克雷(Dirichlet)条件:

u|C =φ, (2)
其中:C 为边界;φ 为边界函数。

对式(1)和式(2)构成的约束Laplace方程进行离散化,有:

Δui=∑
j∈Ni

ωij(uj -ui)=0, (3)

ui=ci,ci ∈C 。 (4)

e0

v1u1

e1

G1

G0

u2

u0v0

e2

v2

T0

图1 三角形上的标量和矢量

Fig.1 Scalarandvectorontriangle

  Ni 表示节点i的一阶邻域,三角网格中 Ni 为i的一环

(1-ring)邻域。三角网格离散化,一般使用cotangent余切值

计算Laplace系数[14]:

ωij =[cot(αij)+cot(βij)]/2, (5)
式(3)—式(5)构成线性方程组,通过方程组的求解,得标量

场ui∈u。
进一步地,可求解其对应的梯度场(矢量场)。对于分段

线性流形,在每个分段内梯度矢量为常量。如图1所示,已
知三角形T0(v0,v1,v2)或(e0,e1,e2),对应的标量参数u0,

u1,u2,三角形面的单位法矢为N,则T0 的梯度G0 可通过以下线性系统求解:
[e0,e1,N]T[G0]=[v1-v0,v2-v1,n]T[G0]=[u1-u0,u2-u1,0]T。 (6)

观察式(6)易知,G0 是边e0 和e1 的线性组合,即:

G0=ae0+be1=[e0,e1][a,b]T。 (7)
将式(7)代入式(6),则有:

[e0,e1]T[G0]=[e0,e1]T[e0,e1][a,b]T=[v2
0,v0v1;v1v0,v2

1][a,b]T=[u1-u0,u2-u1]T。 (8)

至此,系统降为二维线性系统,可直接通过手工计算求解参数a,b。令Δ=v2
0×v

2
1-(v0v1)2,则有:

a=[(u1-u0)×v2
1-(u2-u1)×v0v1]/Δ ,

b=[(u2-u1)×v2
0-(u1-u0)×v0v1]/Δ 。
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把参数a,b代入式(7)即可得G0,对应地,可求正交梯度:

G⊥=n×G0。 (9)

1.2 数据准备

面向Laplace方程的构造,三角网格模型的数据准备工作主要有2个方面,即节点数据结构的创建和节

点类型划分。

1)节点数据结构的创建

节点数据结构应同时反映邻域点和邻域三角形,因此,最简单的方法是记录节点的一环邻域边,本文节

点结构体NodeDetail中主要记录节点的对边:

structNodeDetail
{

longv[2];//记录对边两点的序号

longidxF;//记录三角形的序号

longposF;//posF=0,1,2,记录当前点在该三角形三点中的顺序号

};
显然1个NodeDetail对象代表了节点的1个邻接三角形,如果节点i有Ni 个邻接三角形,则应有 Ni

个NodeDetail对象。

2)节点分类

空心点 ∶ 边界点

三角点 ∶ 约束点

实心点 ∶ 非约束点

图2 节点分类

Fig.2 Nodeclassification

为了保证Laplace方程有非零解,还需要设置边界

约束条件。对应于Laplace方程,将三角形网格中事先

指定的约束点和网格边界点都归为约束节点,其他节点

(均为内部节点)全部归为非约束节点,如图2所示。如

果模型为闭合曲面,则认为模型无边界点,只有事先指定

点为约束节点。

1.3 Laplace方程的构造与求解

式(3)中,每个节点只与其临近的一阶邻域节点存在

系数关系,与其他非邻接节点无系数关系,具有局部影响

性。因此,面向全局网格节点构建Laplace方程,其系数

矩阵是稀疏矩阵[15],对此本文采用了SuperLU稀疏矩阵求解方案,其时间和空间复杂度分别为T(n)=
O(n1.5),S(n)=O(nlogn)。

为了减少数据存贮量,需在程序设计中直接构造稀疏矩阵。建立LaplaceData数据结构,存贮与当前节

点邻接节点的索引和权重系数,并使用SortLaplaceData函数按节点索引对邻接节点进行排序。

structLaplaceData
{

longidx;//节点索引

floatdata;//cotangent计算值

};

staticintSortLaplaceData(constvoid*e1,constvoid*e2)
{

LaplaceData*e11= (LaplaceData*)e1;

LaplaceData*e22= (LaplaceData*)e2;

returne11->idx-e22->idx;
}
直观上,邻域节点的LaplaceData数据按行存贮。但SuperLU采用 Harwell-Boeing矩阵存贮格式[16],

即列压缩格式,需要使用dCompRow_to_CompCol函数将行存贮参数转换为列存贮参数,再使用dCreate_

CompCol_Matrix函数构造列压缩存贮的稀疏矩阵。最后,使用dgssv函数解矩阵方程,求解结果就是对应

于每个节点的参数ui∈u。进一步地,可求解三角网格上的梯度场。

102



河 北 科 技 大 学 学 报 2019年

2 流线跟踪

v1

T0

ptInt0

ptSeed
Tsv0

T1ptInt1
Gs

v2

DT

图3 三角形流线追踪

Fig.3 Integralflowtrackintriangle

交互输入种子点,即可通过该点沿梯度方向追踪一条

唯一的流线。设种子三角形Ts(v0,v1,v2),T0 内 一点

ptSeed为种子点,Ts 内的梯度矢量为Gs,Ts 中梯度线交点

为ptInt0 和ptInt1,对应的共边三角形为T0 和T1,如图3
所示。

设最小极点和最大极点分别为vmin和vmax,则有如下流

线跟踪的总体过程:

1)在Ts 内,过点ptSeed 和方向Gs 做直线,与Ts 的2
个交点ptInt0 和ptInt1,即为初始节点;

2)在共边三角形T0 内,从ptInt0 出发,沿T0 的负梯度

方向搜索下一个交点,记为ptInt2;

3)重复步骤2),直到ptInt2=vmin;

4)在共边三角形T1 内,从ptInt1 出发,沿T1 的梯度方向搜索下一个交点,记为ptInt2;

5)重复步骤4),直到ptInt2=vmax;

6)以上交点按vmin至vmax的正梯度方向整理输出为流线。

2.1 初始梯度线的计算

该问题可描述为求过ptSeed 且方向为Gs 的直线L 与Ts 各边的2个交点ptInt0 和ptInt1。为了便于

叙述,假设网格内三角形方向DT 为逆时针,法向为N。令直线L 与Ts 的三条边分别求交,最终解出2个交

点。

X
v1

ptSeed

ptInt

DT

Gs

v0
O

Ts

v2Y

L

图4 Case1:从种子点(三角形内一点)
出发追踪

Fig.4 Case1:Trackfromseedintriangle

本文使用局部坐标变换和参数方程法统一求解。首先,以
三角形一个角点为坐标原点,以该点的下一条有序边(DT 方

向)为X 轴,使用Y=N×X,即X 轴沿DT 方向旋转90°构造Y
轴,形成三角面上的局部坐标系XOY。假设当前角点为v0,则

X 轴与v0v1 边重合,方向一致。接下来,将原三维坐标系参数

转换至XOY 二维坐标系,分别构造直线L 和v0v1 的参数方

程,并联立求解即可求得直线L 和v0v1 的交点,如图4所示。

v0v1 直线方程为

y=0,

0≤x≤v1.x。{
直线L 的参数方程为

x=ptSeed.x+t×Gsx,

y=ptSeed.y+t×Gsy,

0≤t≤1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

联立求解,可得交点参数t,记为t0:

t0=-ptSeed.y/ptSeed.x 。
相应地:

x0=ptSeed.x+t0×Gs.x 。
接下来,验证x0 的取值范围,如果满足0≤x0≤v1.x,则求得一个交点(x0,0),否则直线L 与三角形边

v0v1 无交点。
如果有交点,则需要如下的后置处理:

1)通过逆变换将二维点 (x0,0)转换至原三维坐标系,求得交点的三维坐标;

2)搜索与Ts 共v0v1 边的三角形T0 或T1,用于梯度线的连续搜索。
依次将原点轮换至另外2个三角形角点,按上述过程继续求解直线L 与三角形另外两条边v1v2,v2v0

的交点。三次求解结束后,最终可得2个交点ptInt0 和ptInt1。
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2.2 从边出发追踪交点

X

v1
ptSeed

G0

L
v0

ptInt

v2

T0

O

Y

图5 Case2:从边出发追踪

Fig.5 Case2:Trackfromedge

该问题可描述如下:已知三角形T0(v0,v1,v2),T0 内

的梯度 矢 量 为 G0,其 中 一 边(假 设 为 v0v1)上 有 一 点

ptSeed,过ptSeed 且方向为G0 的直线L 与T0 的另外两边

有一个交点ptInt,求该交点,如图5所示。

1)L 与v1v2 求交

构造图5所示的局部坐标系XOY。显然,XOY 坐标系

中,ptSeed.y=0。直线L 的参数方程同2.1节,直线v1v2

采用斜截式方程:

x=ky+b。
不难得出,斜率k=(v2.x-v1.x)/v2.y,X 轴截距b=v1.x。以上各式联立求解,得交点坐标:

(x0,y0)=(ptSeed.x+t0×G0.x,t0×G0.y)。
接下来,判断交点有效性。构造直线v1v2 的参数方程:

x=v1x+s×(v2.x-v1.x),

y=s×v2.y,

0≤s≤1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

将y0 代入,可解参数s:

s=y0/v2.y 。
如果满足0≤s≤1,则说明交点(x0,y0)在线段v1v2 之内,为有效交点,否则认为直线L 与v1v2 边无交点。
有交点的情况下,按前述方法做后置处理,提前结束搜索;否则,继续求解L 与v2v0 的交点。

2)L 与v2v0 求交

图5中,v0v2 的直线方程可表示为

x/y=v2.x/v2.y 。
参数方程可表示为

x=s×v2.x,

y=s×v2.y,

0≤s≤1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

同理求解交点坐标,并判断参数s的有效性。
上述计算中,需要针对以下2种情况做特殊处理:

ptInt

Xv1

G2

ptSeed

G0

T2

v0
O

v2

T0

Y

图6 无交点(梯度收敛)
Fig.6 Nointersection(gradientconvergence)

1)当s=0或1,说明交点与节点重合。此时,无法输出

共边三角形,只能按2.3节的方法继续搜索。

2)如果均不满足0≤s≤1条件,即有向直线L 与线段

v1v2 和v2v0 均无交点,此时,将会出现梯度收敛现象。如图

6所示,当前三角形T0 内,过点ptSeed 沿G0 方向,无交点。
但是,综合T0 及其共边三角形T2 可知,梯度矢量G0 和G2

是向节点v1 收敛的。可见,该情况下节点v1 应为所求点。

2.3 从节点出发追踪交点

当搜索起点为三角形节点时,本文按以下方法处理:遍历

当前节点的所有邻接三角形,在每个三角形内分别求交点,并
判断交点有效性。

该问题可描述如下:已知节点v0 及其一阶邻域三角形Ti,i=0,1,…,m,m 为邻域三角形数,对应梯度

矢量为Gi,对每个三角形Ti,求过v0 且方向为Gi 的直线L 与v0 对边(v1v2)的交点,最终在所有有效交点

中输出一个最优点,如图7所示。
如2.2节所述,只需将搜索起点置于原点,即ptSeed=v0,即可同理求解。
接下来根据参数t0 和s判断交点有效性,如表1所示。
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v0

T0

v1
ptInt

v2

图7 Case3:从节点出发追踪

Fig.7 Case3:Trackfromnode

表1 交点有效性的判断

Tab.1 Validityjudgementofintersectionpoints

序号 条件 交点

1 t>0,s≤0 v1

2 t>0,s≥1 v2

3 t>0,0<s<1 ptInt

4 t0≤0 无交点

如果出现多个有效节点,则需要进行冲突消解处理。可根据

实验效果,实施以下2种消解策略。

1)最短距离策略

对所有有效交点,计算至v0 的距离,将最短距离的交点作为输出。

2)s极值策略

对所有有效交点,比较对应的参数s,s<0时,令s0=|s|,s>1时,令s0=|s-1|,将s0 极小值对应的交

点作为输出。

3 流线网格生成

按上述方法,可在三角网格表面追踪一条过种子点ptSeed,且两端分别抵达极点vmin,vmax的流线,记为

种子线lnSeed。接下来基于种子线,重建模型表面的四边形网格。设梯度方向及其正交方向网格密度为

nu×nv,则有以下重建流程:

1)分段累计种子线lnSeed 的长度,等分lnSeed 为nu 份,得到(nu-1)个等分点ptSegi,i=0,1,…,nu-2;

2)以等分点ptSegi 为新的种子点ptSeedi,从该点出发,沿G⊥方向跟踪正交流线(等参线);

3)在(nu-1)条G⊥向流线中,选择最长的一条作为G⊥向种子线lnSeed⊥;

4)等分lnSeed⊥为nv 份,再从这些等分点出发沿G 向追踪,得到(nv-1)条G 向流线。

4 实 验

在 Windows系统下,以VC和OpenGL为开发平台,集成SuperLU稀疏矩阵求解方案,实现了上述算法。
图8使用球体网格模型(节点数 N=2562,三角形数 T=5120)展示了算法各主要步骤的结果。

d) 等参线 f) 另一个视角e) 流线网格

a) 三角网格模型 c) 种子线 lnSeedb) 极点附近的梯度矢量

图8 球体模型(N=2562,T=5120)
Fig.8 Spheremodel(N=2562,T=5120)
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图8b)中,极点附近梯度矢量从四面八方指向极点,这保证了所有G 向流线都能最终收敛至极点,如图8f)
所示;图8d)中,G⊥向流线即等参线均为闭合曲线,从lnSeed 上的每个等分点均可追踪出一条等参线,该等

分点是对应等参线的起止点。
图9使用人体网格模型展示了不同种子点对流线网格的影响。图9a)和图9c)分别在人体正面和背面

选定不同的种子点ptSeed,可分别在人体正面和背面追踪种子线;图9b)和图9d)为2种情况下的流线网

格,对比来看流线网格并未发生变化。理论上,只要极点vmin,vmax一定,所求的梯度场G 及正交梯度场G⊥

就是确定的,对应地,模型表面流线和等参线也是确定的。

a） 人体正面的种子线 d） 流线网格c） 人体背面的种子线b） 流线网格

图9 人体模型(N=2000,T=4000)
Fig.9 Humanmodel(N=2000,T=4000)

图10使用股骨网格模型展示了不同网格密度下的流线网格。图10b)—d)分别是网格密度nu×nv 为

10×10,100×20,400×100的结果。图10c)中外侧髁部位(图示右上部)没有G 向流线,图10d)中,在网格

加密后,同一部位划分出了G 向流线,对该部位及整体模型的表达也更准确。

c） 100×20 网格

a） 种子线 b） 10×10 网格

d） 400×100 网格

图10 股骨模型(N=7587,T=15174)
Fig.10 Femurmodel(N=7587,T=15174)

以角度偏斜度(Skewness)为网格质量评价参数,Skewness=max[(θmax-θe)/(180-θe),(θe-θmin)/θe],其
中θmax和θmin为单元中的最大角和最小角,θe 为单元均衡角,本文网格在极点处为三角形网格(图8f)),因此

θe 有60(三角形)和90(四边形)2个取值。对图10的网格质量进行分析,10×10,100×20,400×100网格的

平均偏斜度分别为0.68,0.33,0.25,分别达到良、优、优的网格质量等级,3种情况下,均未出现偏斜度大于
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0.90的网格。
与传统几何方法相比,如文献[2]的Q-Morph方法,调和方程法是以底层网格的梯度场为指导重新划分

网格,这一点对复杂网格同样实用,而且,网格精度和质量很容易通过网格密度进行调整。这些特点也体现

在实验结果之中:1)分段流形的梯度场是流线追踪的依据,相对于传统几何方法,数学方法对网格重构表达

的鲁棒性更高;2)给定模型、约束条件及网格密度等条件,可确定唯一的梯度场和流线网格;3)网格密度越

高,流线网格越能准确表达原始模型,但网格密度过高,将延长流线追踪时间,增加存贮空间。
此外,借助稀疏矩阵方案,以上实验模型的梯度场求解均没有时间和空间压力;而流线追踪过程主要是

利用线性方程求解交点,也不会存在性能问题。

5 结 语

将调和理论应用至分段流形网格重构可有效解决几何重构法中存在的算法不稳定、迭代时间长等问题。

论文针对三角化网格重构问题,使用离散Laplace调和方程求解模型梯度场,进而通过流线追踪重构等参数

化网格,并通过算法设计、开发和模型实验验证了该过程。相对传统几何算法,调和理论算法更具鲁棒性和

网格表达的唯一性,在参数化网格重构研究领域具有扩展应用的能力,具体如下。

1)双极点约束模型很好地验证了前文的理论和方法,而且每个网格内都有确定的梯度方向,因此能有效

规避零曲率曲面或平面区域网格再划分问题。但是,双极点法只能表达一个方向的等参线(G⊥向的闭合流

线),流线网格并非等参网格。而且,流线网格也非纯四边形网格,在极点处网格退化为三角形。通过改变约

束条件可有效解决以上问题,例如,文献[17—18]使用8点约束在模型表面构造六面体模型,从而很好地重

构出纯四边形的等参数化网格。

2)对多亏格(genius-n)模型[19],本文的等参线追踪方法需要改进。如图9,人体模型两腿之间有一个孔

洞,为genius-1模型,在双腿部位,只在一侧追踪了等参线。genius-n模型中,在同一高度参数下可能追踪出

等参线,这一点可通过完善流线追踪方法实现。此外,也可以采用区域分割法将genius-n模型“降维”为无

亏格(genius-0)模型进行处理。在分支特征(图9手臂部位)或尖锐特征(图10外侧髁部位)处,即使加密了

整体网格,流线还是难以到达、局部网格加密困难等问题,此时可以采用区域分割法[20]对这些特征区域单独

划分网格。
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