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具有临界Sobolev-Hardy项的拟线性

p-重调和方程解的存在性
任 艳,桑彦彬

(中北大学理学院数学系,山西太原 030051)

摘 要:为了研究一类带有Hardy项和多临界Sobolev-Hardy指数的拟线性p-重调和方程解的存

在性,借助于Ekeland变分原理,给出上述问题解的存在性定理。首先,将方程对应的变分泛函定

义在约束集 Mη(通常称为Nehari流形)上,使得该泛函下方有界。其次,利用纤维映射将上述集合

Mη 划分为M +
η ,M0

η 和M -
η 等3部分,并分别研究每部分的性质,证明了 M +

η 和M -
η 中泛函极小值

的存在性。最后,利用隐函数定理,得到在参数满足一定条件下,存在极小化序列{un},满足(PS)c
条件,从而完成了该方程解的存在性的证明。所得结论可为判定解的结构和性质提供理论依据。
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Existenceofsolutionsforquasilinearp-biharmonicequations
withcriticalSobolev-Hardyterms

RENYan,SANGYanbin

(SchoolofScience,NorthUniversityofChina,Taiyuan,Shanxi030051,China)

Abstract:Inordertostudyaclassofquasilinearp-biharmonicequationswithHardytermsandmulti-criticalSobolev-Hardy
exponents,theexistencetheoremofthesolutionstotheaboveproblemisestablishedbymeansoftheEkelandvariationalprin-
ciple.Firstly,toguaranteethevariationalfunctionalisboundedfrombelow,itisrestrictedonasetMη(usuallycalledNehari

manifold).Secondly,thesetMηisdividedintothreepartsM+
η ,M0

ηandM-
η byusingfiberingmaps.Moreover,theexistence

ofminimuminM+
η andM-

η isprovedbystudyingthepropertiesofthetwosubsets.Finally,byusingimplicitfunctiontheo-
rem,itisfoundthatthereexistsaminimizingsequence{un}makingthe(PS)cconditionsholdwhentheparameterssatisfy
certainconditions.Therefore,theexistenceofthesolutionstotheproblemisproved.Theconclusionsprovideatheoretical
basisforjudgingthestructureandpropertiesofthesolutions.
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  近年来,人们对于Sobolev-Hardy不等式相关的椭圆问题进行了广泛的研究,并得出了许多重要结论,
如文献[1—17]。特别地,GHOUSSOUB等[5]运用变分方法考虑了带有临界Sobolev-Hardy项的拟线性椭

圆方程解的存在性。LI等[7]研究了如下带有Dirichlet边值的拟线性椭圆方程:

-Δpu=μ
|u|p-2u
|x|p +K(x)|u|p*(s)-2u

|x|s +Q(x)|u|p*(t)-2u
|x-x0|t +λf(x,u), x∈Ω,

u=0, x∈∂Ω。

ì

î

í

ïï

ïï

(1)

GAO等[8]在方程(1)的基础上考虑了p=2,λ=1时的奇异椭圆方程问题,得出了全局紧性以及解的存在性

的相关结论。值得注意的是,BHAKTA[10]证明了以下问题弱解的存在性:

Δ2pu=λ|u|p-2u
|x|2p

+|u|q-2u
|x|β

,  x∈RN,

u∈D2,p(RN),  x≠0,

ì

î

í

ïï

ïï

其中β=N-
q(N-2p)

p
,1<p<

N
2
,q>p。

在前人研究的基础上,受文献[3,7,10]的启发,笔者将着重研究如下带有临界Sobolev-Hardy项的拟线

性p-重调和方程:

Δ2pu=μ
|u|p-2u
|x|2p

+f(x)|
u|p*(m)-2u
|x|2m

+g(x)|
u|p*(n)-2u

|x-x0|2n
+ηh(x)|u|q-2u, x∈Ω,

u=Δu=0, x∈∂Ω,

ì

î

í

ïï

ïï

(2)

其中Ω⊂RN 是具有光滑边界∂Ω 的有界区域,Δ2pu=Δ(|Δu|p-2Δu)是一个四阶算子,1<p<
N
2
,0<μ<

μN,p=
(p-1)N(N-2p)

p2
æ

è
ç

ö

ø
÷

p
,η>0,x0∈Ω,x0≠0,1≤q<p,f(x),g(x)和h(x)是Ω 上的非负连续函数,

p*(m):=
p(N-2m)

N-2p
,p*(n):=

p(N-2n)
N-2p

(0<m≤n<p)是临界Sobolev-Hardy指数。记p*(0)=

p*:=
Np

N-2p
为临界Sobolev指数。

1 主要结果

Rellich不等式[18]为

∫Ω

|u|p

|x|2p
dx≤

1
μN,p∫Ω

|Δu|pdx, ∀u∈W1,p
0 (Ω)∩W2,p(Ω), (3)

其中 最 佳 常 数 μN,p =
(p-1)N(N-2p)

p2
æ

è
ç

ö

ø
÷

p
。记 ‖u ‖p

μ =∫Ω
|Δu|p -μ

|u|p

|x|2p
æ

è
ç

ö

ø
÷dx 为 空 间

E=W1,p
0 (Ω)∩W2,p(Ω)的范数。对任意的u∈E,定义问题(2)对应的能量泛函为

I(u)=
1
p
‖u‖p

μ -
1

p*(m)∫Ω
f(x)|

u|p*(m)

|x|2m
dx-

1
p*(n)∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx-η

q∫Ω
h(x)|u|qdx,

称泛函I(u)满足(PS)c 条件[19],如果任意{un}⊂E 满足当n→∞时,I(un)→c,I'(un)→0都具有收敛

子列。

  令 Mη={u∈E\{0}:<I'(u),u>=0},那么

u∈Mη⇔

<I'(u),u>=∫Ω
|Δu|p -μ

|u|p

|x|2p
æ

è
ç

ö

ø
÷dx-∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx-

      ∫Ω
g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx-η∫Ω

h(x)|u|qdx=0, u≠0。 (4)
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定义Φη(u)=<I'(u),u>,则对任意的u∈Mη,有:
<Φ'η(u),u>=

(p-q)‖u‖p
μ -(p*(m)-q)∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx-(p*(n)-q)∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx= (5)

(p-p*(n))‖u‖p
μ -(q-p*(n))η∫Ω

h(x)|u|qdx-(p*(m)-p*(n))∫Ω
f(x)|

u|p*(m)

|x|2m
dx。 (6)

类似于文献[20],将Mη 分成3个部分:

M+
η = {u∈Mη:<Φ'η(u),u>>0};M0

η= {u∈Mη:<Φ'η(u),u>=0};M-
η = {u∈Mη:<Φ'η(u),u><0}。

对于泛函I(u),定义不等式:C∫Ω

|u|p*(m)

|x|2m
dx≤∫Ω

|Δu|pdx,∀u∈E。假设f(0)≠0,g(x0)≠0,

令h+:=max{h,0},h_:=max{-h,0}。记S(μ,m)为最佳Sobolev-Hardy常数,即:

S(μ,m):= inf
u∈E\{0}

∫Ω
|Δu|p -μ

|u|p

|x|2p
æ

è
ç

ö

ø
÷dx

∫Ω
f(x)|

u|p*(m)

|x|2m
dxæ

è
ç

ö

ø
÷

p
p*(m)

。

定理1 (非平凡解的存在性)假设1<p<
N
2
,0<μ<μN,p,η>0,x0∈Ω,x0≠0,1≤q<p,f(x),

g(x),h(x)∈C(Ω),若h+≠0,η∈(0,Λ),那么问题(2)在空间E 中至少存在1个非平凡弱解,其中:

Λ=min
p-q

2(p*(m)-q)|f|∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

p-q
p*(m)-p p*(n)-p

(p*(n)-q)|h+|∞
d- 2tq

p*(n)
Ω |Ω|

q-p*(n)

p*(n)S
(N-2m)(p-q)
2p(p-m)

μ,m S
q
p
μ,n
,{

p-q
2(p*(n)-q)|g|∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

p-q
p*(n)-p p*(n)-p

(p*(n)-q)|h+|∞
d- 2tq

p*(n)
Ω |Ω|

q-p*(n)

p*(n)S
(N-2n)(p-q)
2p(p-n) +

q
p

μ,n },
dΩ=sup

x,y∈Ω
|x-y|是Ω 的直径,Ω 的Lebesgue测度为|Ω|,|·|∞=‖·‖L∞(Ω)。

2 定理1的证明

为了证明定理1,需先给出以下几个重要引理。
通过Hölder不等式和Sobolev-Hardy不等式,根据文献[7]可得以下结论。
引理1 能量泛函I(u)在Mη 上是强制且下方有界的。
引理2 若η∈(0,Λ),那么M0

η=⌀。
证明 运用反证法,假设存在η∈(0,Λ)使得M0

η≠⌀。由式(5)和式(6),对任意的u∈M0
η,有:

‖u‖p
μ =

p*(m)-q
p-q∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx+

p*(n)-q
p-q∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx (7)

和

‖u‖p
μ =

q-p*(n)
p-p*(n)η∫Ω

h(x)|u|qdx+
p*(m)-p*(n)

p-p*(n)∫Ω
f(x)|

u|p*(m)

|x|2m
dx≤

p*(n)-q
p*(n)-p

η∫Ω
h(x)|u|qdx≤η

p*(n)-q
p*(n)-p

d
2nq

p*(n)
Ω |Ω|

p*(n)-q
p*(n)S-

q
p

μ,n‖u‖
q
μ|h+|∞,

因此

‖u‖μ ≤ η
p*(n)-q
p*(n)-p

d
2nq

p*(n)
Ω |Ω|

p*(n)-q
p*(n)S-

q
p

μ,n|h+|∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p-q
。 (8)

  由Hölder不等式和Sobolev-Hardy不等式及式(7)可得:

‖u‖p
μ ≤

p*(m)-q
p-q |f|∞

‖u‖p*(m)
μ

S
p*(m)

p
μ,m

+
p*(n)-q

p-q |g|∞
‖u‖p*(n)

μ

S
p*(n)

p
μ,n

≤   

    2max
p*(m)-q

p-q |f|∞
‖u‖p*(m)

μ

S
p*(m)

p
μ,m

,p
*(n)-q
p-q |g|∞

‖u‖p*(n)
μ

S
p*(n)

p
μ,n

{ }。 (9)
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  分2种情况讨论:

情形1 当
p*(m)-q

p-q
|f|∞

‖u‖p*(m)
μ

S
p*(m)

p
μ,m

≤
p*(n)-q

p-q
|g|∞

‖u‖p*(n)
μ

S
p*(n)

p
μ,n

时,由式(8)和式(9)可推得:

η≥
p-q

2(p*(n)-q)|g|∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

p-q
p*(n)-p p*(n)-p

(p*(n)-q)|h+|∞
d-

2tq
p*(n)

Ω |Ω|
q-p*(n)

p*(n)S
(N-2n)(p-q)
2p(p-n) +

q
p

μ,n
。

  情形2 当
p*(m)-q

p-q
|f|∞

‖u‖p*(m)
μ

S
p*(m)

p
μ,m

>
p*(n)-q

p-q
|g|∞

‖u‖p*(n)
μ

S
p*(n)

p
μ,n

时,由式(8)和式(9)可推得:

η>
p-q

2(p*(m)-q)|f|∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

p-q
p*(m)-p p*(n)-p

(p*(n)-q)|h+|∞
d-

2tq
p*(n)

Ω |Ω|
q-p*(n)

p*(n)S
(N-2m)(p-q)
2p(p-m)

μ,m S
q
p
μ,n
。

  因此η≥Λ 与η∈(0,Λ)矛盾,所以M0
η=⌀。

由引理2可得对η∈(0,Λ),有Mη=M +
η ∪M -

η 。如文献[1],定义:

αη:=inf
u∈Mη

I(u); α+
η :=inf

u∈M+η
I(u); α-

η :=inf
u∈M-η

I(u)。

通过上述定义得到以下引理。
引理3 如果η∈(0,Λ),那么存在一个正数c>0,使得αη≤α+

η <-c<0。
证明 容易证明存在c>0,使得α+

η <-c<0。由式(5)可得u∈M +
η ,有:

‖u‖p
μ >

p*(m)-q
p-q∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx+

p*(n)-q
p-q∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx,

因此

I(u)=
1
p -

1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖p

μ -
1

p*(m)
-
1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx-

1
p*(n)

-
1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx<

(p*(m)-q)(p-p*(m))
pqp*(m) ∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx+

(p*(n)-q)(p-p*(n))
pqp*(n) ∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx<0,

所以引理3得证。
引理4 对η∈(0,Λ),任意给定u∈Mη,存在ε>0和可微函数ψ:B(0,ε)⊂E→R+,使得ψ(0)=1,

ψ(v)(u-v)∈Mη且有:<ψ'(0),v>=
b1(u,v)
b2(u)

, ∀v∈E,

其中:

b1(u,v)=p∫Ω
|Δu|p-2ΔuΔv-μ

|u|p-2uv
|x|2p

æ

è
ç

ö

ø
÷dx-p*(m)∫Ω

f(x)|
u|p*(m)-2|u|v

|x|2m
dx-

p*(n)∫Ω
g(x)|

u|p*(n)-2|u|v
|x-x0|2n

dx-ηq∫Ω
h(x)|u|q-2uvdx, (10)

b2(u)=(p-q)‖u‖p
μ -(p*(m)-q)∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx-(p*(n)-q)∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx。

(11)

  证明 证明的基本思想来源于文献[21]。
对任意u∈Mη,定义 H:R×E→R,有:

H(ψ,ω)=<I'(ψ(u-ω)),ψ(u-ω)>=

|ψ|p∫Ω
|Δ(u-ω)|p -μ

|u-ω|p

|x|2p
æ

è
ç

ö

ø
÷dx-|ψ|p*(m)∫Ω

f(x)|
u-ω|p*(m)

|x|2m
dx-

  |ψ|p*(n)∫Ω
g(x)|

u-ω|p*(n)

|x-x0|2n
dx-η|ψ|q∫Ω

h(x)|u-ω|qdx,

那么有 H(1,0)=<I'(u),u>=0,且由引理2及式(4),可得:

dH
dψ (1,0)

=(p-q)‖u‖p
μ -(p*(m)-q)∫Ω

f(x)|
u|p*(m)

|x|2m
dx-(p*(n)-q)∫Ω

g(x)|u|p*(n)

|x-x0|2n
dx=

<Φ'η(u),u>≠0,                             

221



第2期 任 艳,等:具有临界Sobolev-Hardy项的拟线性p-重调和方程解的存在性

因此存在ε>0,使得 H(ψ,ω)=0有唯一连续解ψ=ψ(ω)>0,对‖ω‖<ε,运用隐函数存在定理,由于

H(1,0)=0,可得ψ(0)=1。更多地,对v∈B(0,ε),由于 H(ψ(v),v)=0,v∈E 可得:

0=H(ψ(v),v)=<I'(ψ(v)(u-v)),ψ(v)(u-v)>=                  

∫Ω
|Δ(ψ(v)(u-v))|p -μ

|ψ(v)(u-v)|p

|x|2p
æ

è
ç

ö

ø
÷dx-∫Ω

f(x)|ψ(v)(u-v)|p*(m)

|x|2m
dx-

  ∫Ω
g(x)|ψ(v)(u-v)|p*(n)

|x-x0|2n
dx-η∫Ω

h(x)|ψ(v)(u-v)|qdx,

因此有:ψ(v)(u-v)∈Mη, ∀v∈B(0,ε),对任意v∈E,φ>0,由于

<Hω,v>|ω=0,φ=1=lim
φ→0

H(1,0+vφ)-H(1,0)
φ

=                       

-p∫Ω
|Δu|p-2ΔuΔv-μ

|u|p-2uv
|x|2p

æ

è
ç

ö

ø
÷dx+p*(m)∫Ω

f(x)|
u|p*(m)-2|u|v

|x|2m
dx+

   p*(n)∫Ω
g(x)|

u|p*(n)-2

|x-x0|2n
|u|vdx+ηq∫Ω

h(x)|u|q-2uvdx,

则有:

<ψ'(0),v>=-
<Hω,v>

Hψ ω=0,φ=1

:=
b1(u,v)
b2(u)

,

其中b1(u,v),b2(u)分别由式(10)和式(11)定义。

引理4证毕。

根据文献[7]中引理3.4的证明,由引理1及Ekeland变分原理,得到下面的引理。

引理5 如果η∈(0,Λ),那么在空间E 中存在一个极小化序列{un}∈Mη,对I(u)有:

I(un)=αη+o(1), I'(un)=o(1), 在E-1中。

定理1的证明 由引理5,存在PS 序列{un}∈Mη,对I(u)有:

I(un)=αη +on(1), I'(un)=on(1)。 (12)

  由引理1知在空间E 中{un}是有界的,因此存在一个子列,仍记为{un},则对u∈E,有:

un⇀u,      在E 中弱收敛,

un(x)→u(x),  在Ω 中几乎处处收敛,

un →u, 在Ls(Ω)中强收敛,其中1≤s<p*,

un →u, 在Ls(Ω,|x|-m)中强收敛,其中1≤s<p*(m)。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

  下面证明u 是问题(2)的解。由式(4)及un∈Mη 可得:

η∫Ω
h(x)|un|qdx=

q
p
‖un‖p

μ -
q

p*(n)∫Ω
f(x)

|un|p*(m)

|x|2m
dx+∫Ω

g(x)
|un|p*(n)

|x-x0|2n
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷-   

  q
1

p*(m)
-

1
p*(n)

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

f(x)
|un|p*(m)

|x|2m
dx-qI(un)≥

q
p
‖un‖p

μ -
q

p*(n)∫Ω
f(x)

|un|p*(m)

|x|2m
dx+∫Ω

g(x)
|un|p*(n)

|x-x0|2n
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷-qI(un)=

q
p
‖un‖p

μ -
q

p*(n)
(‖un‖p

μ -η∫Ω
h(x)|un|qdx)-qI(un),

因此,有:

p*(n)-q
p*(n)η∫Ω

h(x)|un|qdx≥q
p*(n)-p
pp*(n)

‖un‖p
μ -qI(un)>-qI(un)。 (13)

  在式(13)中,令n→ ∞,由式(12)及αη <0知:η∫Ω
h(x)|un|qdx >-qαη

p*(n)
p*(n)-q

=
qp*(n)

q-p*(n)

αη >0,意味着u≠0。因此定理1得证。
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3 结 论

本文讨论了一类具有临界指数的p-重调和方程,运用变分方法和Ekeland变分原理,建立了其解的存

在性定理,可为判定解的结构和性质提供理论依据。
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