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剩余类环上二阶对称矩阵模的

保行列式的加法映射
生玉秋,宋 丹,许璐珂,杨 婷,贺三亭

(黑龙江大学数学科学学院,黑龙江哈尔滨 150080)

摘 要:为了研究剩余类环上对称矩阵模的保行列式的加法映射,首先说明这类加法映射其实都是

线性的,然后通过合同变换,利用数论知识和行列式运算并借助于整数的标准素分解进行分类讨

论,以确定主要基底的像,再利用映射的线性性质确定所有矩阵的像,并讨论了本质上属于同一类

映射的映射形式之间的关系。结果表明,剩余类环上二阶对称矩阵模上保行列式的加法映射都是

规范的。研究方法解决了一般环上非零元未必有逆的本质带来的困难,将基础集扩展到剩余类环

上,此结果可以看作是保行列式问题向环靠近的一小步,改进了线性保持问题的已有结果,对剩余

类环上的其他保持问题的研究也具有参考价值。

关键词:线性代数;加法映射;剩余类环;矩阵模;保行列式

中图分类号:O151.21   MSC(2010)主题分类:15A86   文献标志码:A   

  收稿日期:2018-08-12;修回日期:2018-10-09;责任编辑:张 军

基金项目:国家自然科学基金(11771069,11526084);黑龙江省自然科学基金 (A2015007);黑龙江大学大学生创新训练项目(2017387)
第一作者简介:生玉秋(1973—),女,黑龙江双城人,教授,博士,主要从事矩阵代数方面的研究。

E-mail:shengyuqiu1973@163.com

生玉秋,宋丹,许璐珂,等.剩余类环上二阶对称矩阵模的保行列式的加法映射 [J].河北科技大学学报,2018,39(6):527-531.
SHENGYuqiu,SONGDan,XULuke,etal.AdditivemapspreservingdeterminantonmoduleofsymmetricmatricesoverZm[J].Journal
ofHebeiUniversityofScienceandTechnology,2018,39(6):527-531.

Additivemapspreservingdeterminantonmodule
ofsymmetricmatricesoverZm

SHENGYuqiu,SONGDan,XULuke,YANGTing,HESanting

(DepartmentofMathematics,HeilongjiangUniversity,Harbin,Heilongjiang150080,China)

Abstract:Inordertocharacterizetheadditivemapspreservingofmodulusofsymmetricmatricesoverresidueclassrings,
thesemapsarefirstlyprovedtobelinearinfact,thentheyareclassifiedanddiscussedbymeansofcontracttransformation,

numbertheoryknowledge,determinantoperation,andstandardprimefactorizationofintegers,todeterminetheimageofthe
mainbase,andthuscharacterizetheimageofallmatricesusingthelinearity.Therelationshipbetweenthemapswhichhave
differentformsbutbelongtothesameclassinfactisalsodiscussed.Theresultsshowthatadditivemapspreservingdetermi-
nantonmodulusofsymmetricmatricesoverresidueclassringsarealltrival.Theresearchmethodsolvesthedifficultycaused
bythefactthatnon-zeroelementsinageneralringarenotnecessarilyinvertible,andextendsthebasicsettotheresidueclass
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rings.
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  设C 是复数域,R 是一个环,Z是整数环。Mn(R)和Sn(R)分别是环R 上所有n×n 矩阵和所有n×n
对称矩阵构成的R 上的模,GLn(R)是Mn(R)中所有可逆阵构成的集合。对不全为0的整数a,b,c来说,
(a,b,c)表示它们的最大公因数,a 整除b,记为a|b。设A∈Mn(R),AT 表示A 的转置,A-1表示A 的逆

矩阵,detA 表示A 的行列式。设V∈{Mn(R),Sn(R)},称映射σ:V→V 是保行列式的,如果对任意的A∈V
都有detσ(A)=detA。Eij指(ij)元为1,其余元都是0的矩阵。I 指单位矩阵。本文中,大于1的整数m
具有标准素分解式m=pα1

1p
α2
2 …p

αs
s ,Zm 是模m 的剩余类环,U(Zm)是Zm 中所有可逆元构成的集合,φ 是

S2(R)的一个加法保持映射。在本文中,0既表示Z 和Zm 中的零元,也表示零矩阵,1表示Z 和Zm 中的乘

法单位元,具体含义可从上下文看出。若素数p 不能整除a,则 a
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示勒让德符号。

保行列式问题由来已久。最早在文献[1]中刻画了Mn(C)上的保行列式的线性映射。之后若干年保持

问题得到迅速发展,其中保行列式方面的研究结果参见文献[2—10]。随着保持问题发展的深入,出现了很

多探讨保持问题解决方法和技巧的文章[11-17]。后来由于矩阵张量积在量子力学方面的应用,又出现了研究

保张量积各种性质的文章[18-20]。早期关于保持问题的很多文章是研究矩阵空间或巴拿赫代数上的保持函

数或特殊矩阵或某种关系的线性映射形式,并且很多都是在基础集是域的情况下讨论的,随着研究的深入化

和复杂化,自然地想在环上讨论这类问题,或者讨论更弱一些的映射,关于保持问题的新结果参见文献[8—

9,19—22]。考虑到在一般环上研究这类问题的复杂性和艰巨性,本文在剩余类环上研究。在文献[23]中作

者刻画了M2(Zm)上保行列式的加法映射。笔者拟在S2(Zm)上讨论这个问题,所用方法有别于文献[23],
所得主要结果如下。

定理1 设φ:S2(Zm)→S2(Zm)是一个加法映射,则 φ 保行列式当且仅当存在􀭵a∈U(Zm)和

Q∈GL2(Zm)使得detQ2=1且φ
􀭺x 􀭵y
􀭵y 􀭵z

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=Q

ax 􀭵y
􀭵y 􀭵a

-1􀭵z

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Qt,∀

􀭺x 􀭵y
􀭵y 􀭵z

æ

è
çç

ö

ø
÷÷∈S2(Zm)。

1 初步结果

引理1和引理2是数论中的基本结论。
引理1 设a 是一个整数。

1)若(a,m)=1,则􀭵a∈U(Zm);

2)若(a,m)≠1,m,则􀭵a 是Zm 中的一个零因子。

引理2 设(a,m)=1,则Zm 上的方程x2=􀭵a 有解的充要条件是 a
pk

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,k=1,2,…,s。

引理3 φ 是线性的。
证明 由φ(0)=φ(0+0)=φ(0)+φ(0)知φ(0)=0。对任意的􀭵k∈Zm,0<k<m 和A∈S2(Zm)有

φ(􀭵kA)=φ(kA)=kφ(A)=􀭵kφ(A)。

2 主要定理的证明

定理的必要性显然,下面证明充分性。

设φ(E11)=
􀭵a 􀭵b
􀭵b 􀭺d

æ

è
çç

ö

ø
÷÷。若φ(E11)=0,则有:

0=det(I-E11)=detφ(I-E11)=det(φ(I)-φ(E11))=detφ(I)=detI=1,

矛盾,故φ(E11)≠0,从而􀭵a,􀭵b,􀭺d 不全为0。

若􀭵a=0,􀭺d≠0,令C1=E12+E21,则φ(E11)=C1

􀭺d 􀭵b
􀭵b 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Ct

1;若􀭵a=􀭺d=0,则􀭵b≠0,但b2=0。若2b=0,
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设φ(E22)=
a1

b1
 
b1
d1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,则a1d1-b21=0,而1=detI=detφ(E11+E22)=det(φ(E11)+φ(E22))=

a1d1-(b+b1)2=a1d1-b21=0,矛盾,故2b≠0。令C2=I-E12,则φ(E11)=C2
2b 􀭵b
􀭵b 0

æ

è

çç

ö

ø

÷÷Ct
2,因此,不失一般

性,可设φ(E11)=
􀭵a 􀭵b
􀭵b 􀭺d

æ

è

çç

ö

ø

÷÷,􀭵a≠0,0≤a,b,d<m。由于detφ(E11)=detE11=0,故有:

ad-b2=0, (1)

  情形1 若􀭵a∈U(Zm),令P1=I+􀭵a
-1􀭵bE21,则detP2

1=1且φ(E11)=􀭵aP1E11Pt
1。

情形2 若􀭵a 是零因子。

i)若􀭵b∈U(Zm),则由式(1)知􀭵a∈U(Zm),矛盾。

ii)若b∉U(Zm),

1)(a,b,d,m)=e≠1时,􀭰e是一个零因子。设ee1=1,0<e1<m,则ae1=be1=de1=0。于是,

φ(e1E11)=ae1E11+be1(E12+E21)+de1E22=0,

故1+e1=det(I+e1E11)=detφ(I+e1E11)=det(φ(I)+φ(e1E11))=detφ(I)=1,从而e1=0,矛盾。

2)(a,b,d,m)=1时,令P3(􀭺x)=I-􀭺xE12,则

φ(E11)=P3(􀭺x)
a+2xb+x2d b+xd

b+xd 􀭺d

æ

è

çç

ö

ø

÷÷P3(􀭺x)t, (2)

对任意的pk∈{p1,…,ps},若pk|a,则由式(1)可知pk|b。又(a,b,d,m)=1,故pk 不能整除d。类似

地,若pk|d,则pk|b,且pk 不能整除a。若pk|b,则pk 只能整除a 和d 中的一个。不失一般性可设

a=pβ1
1 …pβr

ra1,d=pβr+1
r+1…p

βt
td1,b=pδ1

1 …pδt
tb1,其中(a1,m)=(b1,m)=(d1,m)=1,0≤r≤t≤s,βi,δj

都是正整数,1≤i,j≤t。
若t=s,则(a+d+2b,m)=1,即a+d+2b∈U(Zm);若t<s,取x=pt+1…ps,则(a+x2d+2xb,

m)=1,即a+2xb+x2d∈U(Zm),由式(2)可知2种情况都可化为情形1。

因此,不失一般性可设:存在􀭵a∈U(Zm)和P∈GL2(Zm)使得φ(E11)=􀭵aPE11Pt 且detP2=1。

记φ(E22)=P
a2 b2

b2 d2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷P

t。由detφ(E22)=detE22=0知:

a2d2=b22, (3)

又1=det(E11+E22)=detφ(E11+E22)=det(φ(E11)+φ(E22))=
a+a2 b2

b2 d2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷,再应用式(3)可得

ad2=1,即d2∈U(Zm)。令Q=P(I+d2
-1b2E12),则detQ2=1且

φ(E11)=􀭵aQE11Qt, φ(E22)=􀭵a
-1
QE22Qt。

再设φ(E12+E21)=Q
􀭵a3 􀭵b3
􀭵b3 􀭺d3

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷Q

t,则由detφ(E12+E21)=det(E12+E21)=-1可知:

a3d3-b23=-1, (4)
又det(φ(E11)+φ(E12+E21))=detφ(E11+E12+E21)=det(E11+E12+E21)=-1,故

det
a3+a b3

b3 d3

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=(a3+a)d3-b23=-1。 (5)

联立(4)和(5)式可得d3=0。类似地,a3=0。于是b23=1。令M=Q(E11+b3E22),则detM2=1且

φ(E12+E21)=M(E12+E21)Mt, φ(E11)=􀭵aME11Mt, φ(E22)=􀭵a
-1ME22Mt。

由φ 的线性可知定理成立。
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3 注 记

命题1 设φ1 和φ2 都是S2(Zm)的保行列式的加法映射。若

φ1

􀭺x 􀭵y
􀭵y 􀭵z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Q1
a1x 􀭵y
􀭵y a1

-1􀭵z

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷Q

t
1, φ2

􀭺x 􀭵y
􀭵y 􀭵z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Q2
a2x 􀭵y
􀭵y a2

-1􀭵z

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷Q

t
2,

则存在M∈GL2(Zm)使得φ2(A)=Mφ1(A)Mt,∀A∈S2(Zm)的充要条件是:

a'
1a2

pk

æ

è
ç

ö

ø
÷=1, k=1,…,s,

其中a'
1 满足a'

1=a1
-1。

证明 若φ2(A)=Mφ1(A)Mt,∀A∈S2(Zm),记Q-1
2 MQ1=

􀭵a 􀭵b
􀭰c 􀭺d

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,则有:

􀭵a 􀭵b
􀭰c 􀭺d

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
a1x 􀭵y
􀭵y a1

-1􀭵z

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

􀭵a 􀭵b
􀭰c 􀭺d

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

t

=
a2x 􀭵y
􀭵y a2

-1􀭵z

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷, ∀􀭺x,􀭵y,􀭵z∈Zm,

将(􀭺x,􀭵y,􀭵z)=(1,0,0),(0,0,1)和(0,1,0)分别代入上式可得:􀭵b=􀭰c=0,a2=a1
-1a2,ad=1。设a'

1=a1
-1,

则由引理2立得 a'
1a2

pk

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,k=1,…,s。

反之,若 a'
1a2

pk

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,k=1,…,s,其中a'

1 满足a'
1=a1

-1,则存在􀭵a∈U(Zm)使得a2=a1
-1a2。令

M=Q2

􀭵a

  􀭵a-1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Q-1

1 ,则φ2(A)=Mφ1(A)Mt,∀A∈S2(Zm)。

注记1 称命题1中的φ1 和φ2 是同类的。

例1 设Q1,Q2,Q3∈GL2(Z225),且detQ2
1=detQ2

2=detQ2
3=1。对任意的􀭺x,􀭵y,􀭵z∈Z225,令

σ1

􀭺x 􀭵y
􀭵y 􀭵z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Q1
14x 􀭵y
􀭵y -16z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Qt
1,σ2

􀭺x 􀭵y
􀭵y 􀭵z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Q2
13x 􀭵y
􀭵y -52z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Qt
2,σ3

􀭺x 􀭵y
􀭵y 􀭵z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Q3
29x 􀭵y
􀭵y -31z

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Qt
3,

则σ1,σ2,σ3 都是S2(Z225)的保行列式的加法映射。由于

-16×13
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-1,-52×295

æ

è
ç

ö

ø
÷=-1,-16×293

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,-16×295

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,

故由命题1知σ1 和σ2 是不同类的,σ2 和σ3 是不同类的,但σ1 和σ3 是同类的。由于

56
2
=-16×29, 4

2
=-31×14, -4×56=1,

故令M=Q2

56 0

0 -4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Q-1

1 ,则有σ3(A)=Mσ1(A)Mt,∀A∈S2(Zm)。

4 结 语

本文主要刻画了剩余类环上的二阶矩阵模上的保行列式的线性映射的具体形式,将保行列式问题的基

础集从域扩展到了环,改进了已有文献的结果。另外,数论理论的应用在保持问题中还未有过,它主要用来

克服一般环中非零元未必有逆带来的困扰,也给其他保持问题的解决提供了借鉴,但毕竟剩余类环相对特

殊,未来还应着力在除环或特殊的整环以至一般的交换环上考虑这类问题。
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