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边界条件依赖谱参数的非连续

Sturm-Liouville算子的谱问题
闫 丽,魏广生

(陕西师范大学数学与信息科学学院,陕西西安 710062)

摘 要:为了丰富Sturm-Liouville(S-L)微分算子的谱理论,研究了闭区间[0,1]上边界条件依赖

谱参数的非连续S-L问题。首先利用该问题在直和空间上的等价刻画,给出了非连续S-L问题特

征值与连续S-L问题特征值间的交替关系,即在非连续S-L问题的特征值的每个开子区间内都恰

有连续S-L问题的一个特征值,进而由连续S-L问题的振荡理论推出非连续S-L问题的振荡理论。
然后通过Prüfer变换和Hergloz函数的转换,建立了边界条件依赖谱参数的非连续S-L问题与边

界条件为常值的非连续S-L问题的转换,得出转换后的特征值与转换前(除去有限个)的特征值相

等。最后通过构造边界条件为常值的非连续S-L问题的特征函数求得其特征值的渐近式,从而得

到了边界条件依赖谱参数的非连续S-L问题的特征值的渐近表达式。新的研究方法可推广到对间

断点条件依赖谱参数的S-L问题研究。
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Abstract:InordertoenrichthespectraltheoryofSturm-Liouvillel(S-L)differentialoperators,thediscontinuousS-Lproblem
withboundaryconditionsdependentonspectralparametersonclosedinterval[0,1]isstudied.Firstly,byusingtheequivalent
characterizationoftheprobleminthedirectsumspace,thealternatingrelationbetweentheeigenvaluesofthediscontinuous
S-LproblemandtheeigenvaluesofthecontinuousS-Lproblemisgiven.Thatis,thereisexactlyoneeigenvalueofthecontinu-
ousS-LproblemineveryopensubintervaloftheeigenvaluesofthediscontinuousS-Lproblem,andthentheoscillationtheory
ofthediscontinuousS-LproblemisderivedfromtheoscillationtheoryofthecontinuousS-Lproblem.Throughthetransforma-
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tionsofPrüferandHerglozfunction,thetransformationbetweenthediscontinuousS-Lproblem withboundaryconditions
dependentspectralparametersanddiscontinuousS-Lproblemwithconstantboundaryconditionsisestablished.Theobtained
convertedeigenvaluesareequaltothose(excludingthefiniteeigenvalues)beforetheconversion.Finally,theasymptotic
expressionsofeigenvaluesofdiscontinuousS-Lproblemswithboundaryconditionsdependentonspectralparametersare
obtainedbyconstructingtheeigenfunctionsofdiscontinuousS-Lproblemswithconstantboundaryconditions.Thenewresearch
methodcanbeextendedtothestudyoftheS-Lproblemwithboundaryconditionsdependentspectralparameters.

Keywords:operatoralgebras;Sturm-Liouvilledifferentialoperator;discontinuityconditions;eigenparameter-dependent
boundarycondition

  Sturm-Liouville(简称S-L)微分算子理论在研究许多数学物理问题中有重要的作用,其特征值问题长

期以来受到物理学界和数学学界的关注。其中,非连续S-L问题基于许多物理背景和实际应用问题,例如:

中间有结点的弦振动问题[1-4]、衍射问题[5-7]、质量转移问题[8-10]以及薄的叠层板块的热传导问题[11-13];再比

如地球物理中,地壳底部横波的反射[14-16]也会导致相应的S-L问题不连续,会产生一个跨越界面的条件,这

个条件一般称之为“界面条件”或“转移条件”,即特征函数及其导数产生间断点。
考虑S-L问题:

ly:=-y″+q(x)y=λy, x∈ [0,1]\{
1
2
}, (1)

赋予分离型边界条件:

U(y):=y(0)cosα-y'(0)sinα=0, α∈ [0,π), (2)

V(y):=(
y'
y
)(1)-f(λ)=0 (3)

和非连续条件:

P(y):=y(
1
2-)-y(

1
2+)=0, (4)

Q(y):=y'(
1
2-)-y'(

1
2+)+by(

1
2-)=0 (5)

的谱问题。这里λ∈C为谱参数,势函数q(x)∈L2[0,1]为实值函数,

f(λ)=aλ+b-∑
N

k=1

bk

λ-ck
, (6)

其中a,b,bk,ck∈R且a≥0,bk≥0,c1<c2<…<cN,N≥0。熟知,问题(1)—问题(5)是自伴的,故其特征

值为实的、简单的[17-18]。特别地,当b=0时,该问题就退化成常规S-L问题(1)—问题(3)。记问题(1)—问

题(3)和问题(1)—问题(5)的特征值为{ηn}+∞n=0和{λn}+∞n=0。

对于非连续S-L问题(1)—问题(5)的特征值问题,经典结论都是借助慑动的方法,利用q(x)≡0时非

连续S-L问题的特征值{λ0n}+∞n=0进行刻画,然而{λ0n}+∞n=0本身也是无法精细估计[19-21]。本文通过直和空间的

等价刻画,给出非连续的S-L问题的特征值与连续S-L问题的特征值间的交替关系。作为应用,将文献[1]

中的结论推广到非连续S-L问题上,讨论了特征值{λ0n}+∞n=0的渐近式。

1 预备知识

这一节将给出连续且边界条件依赖谱参数的S-L问题的相关理论,这些为结论的证明提供必要的准备。

考虑Herglotz函数集合:

RN ={f:f(λ)=aλ+b-∑
N

k=1

bk

λ-ck
,a,b,bk,ck ∈R,a≥0,bk ≥0,c1 <c2 < … <cN,N ≥0},

令R+
N 标识a>0时RN 子集,令R0

N 标识a=0时RN 子集。

令常数μ<c1,并且:
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F(λ)= μ-λ
f(λ)-f(μ)

-f(μ), (7)

特别地,若f∈RN,则F∈RM,即:

F(λ)=Aλ+B-∑
M

k=1

Bk

λ-Ck
。 (8)

  令{ηD
i}+∞i=0是S-L问题的特征值:

-y″+q(x)y=λy,

y(0)cosα-y'(0)sinα=0, α∈[0,π),

y(1)=0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

令{ηcD
i }+∞i=0={cj}+∞j=0∪{ηD

i }+∞i=0(按代数重数计算)并按递增顺序排列,且kj=#{ci≤ηj}。

基于上述记号,给出下面的性质。

引理1[22]

1)若f∈R+
N,则F∈R0

N 并且μ<c1<C1<c2<…<cN<CN;

2)若f∈R0
N,则F∈R+

N-1并且μ<c1<C1<c2<…<CN-1<cN。

注1 通过转换可将R+
N 映射到R0

N,因此可将边界条件属于R+
N 的S-L问题转换为常值边界条件的S-L

问题。

引理2[22]

1)ηi 和ηcD
i 具有交替关系:η0<ηcD

0 ≤η1≤ηcD
1 ≤…;

2)ckj≤ηj≤ckj+1;

3)令ηD
-1=-∞,对于所有j≥0,有ηD

j-1-kj<ηj≤ηD
j-kj。

引理3[22] S-L问题(1)—问题(3)(f∈RN)可转换为如下S-L问题:

-y″+q0y=μy,

y'
y
(j)=cotαj, j=0,1,

ì

î

í

ïï

ïï

其特征值为{μj}+∞j=0,其中:

1)如果α>0,f∈R+
N,那么α0=0,μj=ηj+N+1;

2)如果α=0,f∈R0
N,那么α0=0,μj=ηj+N;

3)其余情况下,α0>0,μj=ηj+N。

令S-L问题(1)—问题(5)的解空间为

H={y∈L2[0,1]:y,y'∈AC[0,1],ly∈L2[0,1],U(y)=V(y)=P(y)=Q(y)=0},

令

H -
1/2={y∈H:y|[

1
2
,1]=0};

H +
1/2={y∈H:y|[0,

1
2
]=0};

H1/2={y∈H:y(
1
2
)=0},

以及

S1/2(λ)={y∈H:y|[0,
1
2
]∈L2[0,

1
2
],y|[

1
2
,1]∈L2[1

2
,1],

(l-λ)y=0,x∈[0,
1
2
)∪(

1
2
,1],U(y)=V(y)=0}。

注2 由于y∈H,因此,若y∈S1/2(λ),则y(
1
2-

)=y(
1
2+

),但y 的导数在x=
1
2

点处是间断的。
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引理4 设y,􀭹y∈L2[0,1],则

∫
1

0
(ly)􀭹ydx=δ0(y,􀭹y)-δ1(y,􀭹y)+∫

1

0
P(y,􀭹y)dx, (9)

其中:δx(y,􀭹y)=y'(x)􀭹y(x);P(y,􀭹y)=y'􀭹y'+q(x)y􀭹y。

  若y∈S1/2(λ),􀭹y∈H -
1/2,则存在β0(y,􀭹y)和β1(y,􀭹y)使得:δ0(y,􀭹y)=β0(y,􀭹y),δ1(y,􀭹y)=β1(y,􀭹y)。

令E(y,􀭹y)=β0(y,􀭹y)-β1(y,􀭹y)+∫
1

0
P(y,􀭹y)dx,Eλ(y,􀭹y)=E(y,􀭹y)-λ∫

1

0
(y􀭹y)dx。

注3 H -
1/2和 H +

1/2关于Eλ(y,􀭹y)是正交的,并且 H1/2=H -
1/2􀱇H +

1/2。

2 主要结论与证明

这一节给出主要结论,即问题(1)—问题(3)和问题(1)—问题(5)的特征值满足交替关系,并给出问题

(1)—问题(5)的振荡理论和特征值渐近式。

定理1

1)S1/2(λ)关于Eλ(y,􀭹y)是 H -
1/2的正交补;

2)如果y(
1
2-

,λ)≠0,y(
1
2+

,λ)≠0,那么 H=H1/2􀱇S1/2(λ)。

证明 1)首先证明S1/2(λ)和 H -
1/2是正交的。

令y∈S1/2(λ),􀭹y∈H-
1/2,则∫

1

0
(ly)􀭹ydx=∫

1/2

0
(ly)􀭹ydx。由引理4可得:

∫
1/2

0
(ly)􀭹ydx=δ0(y,􀭹y)-δ1/2(y,􀭹y)+∫

1/2

0
P(y,􀭹y)dx,

由于y∈S1/2(λ),􀭹y∈H-
1/2,因此,

δ0(y,􀭹y)=β0(y,􀭹y),

δ1/2(y,􀭹y)=β1/2(y,􀭹y)=y'(
1
2
)􀭹y(
1
2
)=0,

∫
1/2

0
P(y,􀭹y)dx=∫

1

0
P(y,􀭹y)dx,

并且β1(y,􀭹y)=0,即∫
1

0
P(y,􀭹y)dx=E(y,􀭹y)。 因此Eλ(y,􀭹y)=∫

1

0
(l-λ)y􀭹ydx=0,即S1/2(λ)和H-

1/2是正

交的。 相似地,S1/2(λ)和 H+
1/2 也是正交的,即S1/2(λ)包含在 H1/2 的正交补里。

下面证明y∈H 和H-
1/2 是正交的。由定理1中结论1)知,只需证明y∈S1/2(λ)。

由于

Eλ(y,􀭹y)=0, ∀􀭹y∈H1/2,

并且y∈L2[0,12
]∪L2[1

2
,1],以此对任意的􀭹y∈H1/2 ∩L2[0,1],下式成立,

∫
1

0
(ly)􀭹ydx= -δ0(y,􀭹y)-δ1/2(y,􀭹y)+∫

1

0
P(y,􀭹y)dx=

δ0(y,􀭹y)-δ1(y,􀭹y)+∫
1

0
P(y,􀭹y)dx=

(δ0(y,􀭹y)-β0(y,􀭹y))+(β1(y,􀭹y)-δ1(y,􀭹y))+E(y,􀭹y),

即

∫
1

0
(l-λ)y􀭹ydx=(δ0(y,􀭹y)-β0(y,􀭹y))+(β1(y,􀭹y)-δ1(y,􀭹y)),
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因此,

(l-λ)y=0, ∀x ∈ [0,
1
2
)∪ (

1
2
,1],

δ0(y,􀭹y)=β0(y,􀭹y), (10)

δ1(y,􀭹y)=β1(y,􀭹y)。 (11)

式(10)— 式(11)说明y 满足边界条件2)和条件3),即验证了所有y∈S1/2(λ)的必要性质。

2)令{λ-
n}+∞n=0 和{λ+

n}+∞n=0 分别是下面2个S-L问题的特征值:

-y″+q(x)y=λy,

y(0)cosα-y'(0)sinα=0, α∈ [0,π),

y(
1
2
)=0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

-y″+q(x)y=λy,

y(
1
2
)=0,

(y'
y
)(1)-f(λ)=0,         

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

由于y(
1
2-,λ)≠0,y(

1
2+,λ)≠0,因此λ∉ {λ-

n}+∞n=0 ∪ {λ+
n}+∞n=0。

令

Eλ(y,􀭹y)=0, ∀􀭹y∈H, (12)

λ 为问题(1)— 问题(5)的一个特征值,当且仅当存在y ∈H(y ≠0)满足式(12)。由于λ ∉ {λ-
n}+∞n=0 ∪

{λ+
n}+∞n=0,因此对于任意􀭹y∈H1/2 不存在y∈H1/2(y≠0)满足式(12),即λ 不是H1/2 的特征值。

要证明结论2),只需证明对于任意y∈H1/2和任意y0∈H,存在yh∈H1/2使得Eλ(y0-yh,y)=0。

由结论1)可得y0-yh=s∈S1/2(λ),因此,只需证明对于任意y∈H1/2,存在yh ∈H1/2使得Eλ(yh,y)=
Eλ(y0,y)。由于λ不是H1/2的特征值,因此对于任意的连续线性函数f:H1/2→R和任意的y∈H1/2,存在

唯一yh ∈H1/2 使得Eλ(yh,y)=f(λ)。因此,对于所有y∈H1/2 存在唯一yh ∈H1/2,使得Eλ(yh,y)=
Eλ(y0,y),故定理1证毕。

下面考虑直和空间 H =H1/2 􀱇S1/2(λ)上的S-L问题(1)— 问题(5)。

引理5[23] 令{λn}+∞n=0 为直和空间上S-L问题(1)— 问题(5)的特征值,则

{λn}+∞n=0={λ-
n}+∞n=0 ∪ {λ+

n}+∞n=0 ∪ {λS
n}+∞n=0。

引理6[23] 将{λn}+∞n=0={λ-
n}+∞n=0 ∪ {λ+

n}+∞n=0 ∪ {λS
n}+∞n=0 重新排列,构成R的一个划分,记为

-∞ <λ0 <λ1 < … <λn < …,

则

1)在划分的每个开子区间(λn-1,λn)(n=0,1,…)内都恰有S-L问题(1)— 问题(3)的一个特征值ηn;

2)若某个λk ∈ {λ-
n}+∞n=0 ∪ {λ+

n}+∞n=0 ∪ {λS
n}+∞n=0,则λk 是问题(1)— 问题(3)的一个特征值。

由引理5和引理6可得定理2。

定理2 设非连续的S-L问题(1)— 问题(5)和连续的S-L问题(1)— 问题(3)的特征值分别记为

{λn}+∞n=0 和{ηn}+∞n=0,则下述关系成立:

-∞:=λ-1 <η0 <λ0 ≤η1 ≤λ1 ≤ …, (13)

其中等号成对出现,且仅出现在子段λn-1=ηn =λn 中。

注4 不等式(13)沟通了非连续和连续S-L问题之间的特征值,提供了一个利用连续问题(1)— 问题

(3)的特征值分析非连续问题(1)— 问题(5)特征值性质的有力工具。

令{λD
i}+∞n=0 为下面S-L问题的特征值:
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-y″+q(x)y=λy,

y(0)cosα-y'(0)sinα=0, α∈ [0,π),

y(1)=0,

y(
1
2-)-y(

1
2+)=0,

y'(
1
2-)-y'(

1
2+)+by(

1
2-)=0。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

由定理2可知,{ηD
i}+∞n=0和{λD

i}+∞i=0满足交替关系:ηD
0 <λD

0 ≤ηD
1 ≤λD

1 ≤…,其中等号成对出现,且仅出

现在子段λD
n-1=ηD

n =λD
n 中。令{λcD

i }+∞i=0={cj}+∞j=0∪{λD
i}+∞i=0(按代数重数计算)并按递增顺序排列。令􀭹kj=

#{ci ≤λj},显然,􀭹kj =kj。由引理2可得定理3。

定理3

1)λi 和λcD
i 具有交替关系:λ0 <λcD

0 ≤λ1 ≤λcD
1 ≤ …;

2)c􀭹kj ≤λj ≤c􀭹kj+1;

3)令λD
-1=-∞,对于任意j≥0,有λD

j-1-􀭹kj <λj ≤λD
j-􀭹kj。

由此给出问题(1)— 问题(5)的振荡理论。注意到:若λ∈ (λD
i=1,λD

i],则在开区间(0,1)上内部点间断

的问题(1)— 问题(2)的解有i个零点。

推论1 令ωj 是λj 对应的特征函数的零点个数,则ωj=j-kj,特别地,ω0=0,当λj>cN 时,ωj=j-N。

由推论1和引理3可得定理4。

定理4 对于S-L问题(1)— 问题(5),f∈RN,存在如下S-L问题:

-y″+􀭹q0y=􀭹μy,

(y'
y
)(j)=cot􀭹αj, j=0,1,

y(
1
2-)=y(

1
2+),

y'(
1
2-)=y'(

1
2+)+by(

1
2-),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

其特征值为{􀭹μj}+∞j=0,并且

1)若α>0,f∈R+
N,则􀭹α0=0, 􀭹μj =λj+N+1;

2)若α=0,f∈R0
N,则􀭹α0=0, 􀭹μj =λj+N;

3)其余情况下,􀭹α0 >0,􀭹μj =λj+N。

下面讨论内部点间断且边界条件含谱参数的S-L问题的特征值渐近式。

考虑闭区间[0,1]上的S-L问题L':

l'y:=-y″+q(x)y=λ'y, (14)

赋予边界条件:

U'(y):=y'(0)-hy(0)=0, V'(y):=y'(1)-Hy(1)=0 (15)

和非连续条件P(y):=y(
1
2-)-y(

1
2+)=0,Q(y):=y'(

1
2-)-y'(

1
2+)-by(

1
2-)=0,λ'为谱参数,

势函数q(x)∈L2[0,1],h,H,b∈R。由于问题L'是自伴的,故其特征值为实的、简单的。

令y(x)和v(x)分别是[0,12
]和[1

2
,1]的连续可微函数,记<y,v>:=yv'-y'v。

如果y(x)和v(x)满足非连续条件4)和条件5),则

<y,v>x=
1
2+0=<y,v>x=

1
2-0
, (16)
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即<y,v>在[0,1]上是连续的。若y(x,λ)和v(x,λ)分别是方程ly=λy 和lv=μv 的解,则

d
dx
<y,v>=(λ-μ)yv。 (17)

令τ(x,λ'),ψ(x,λ'),C(x,λ'),S(x,λ')是方程(14)的解,且满足下面的初值条件:

τ(0,λ')=1, ψ(1,λ')=1, C(0,λ')=1, S(0,λ')=0,

τ'(0,λ')=h, ψ'(1,λ')=-H, C'(0,λ')=0, S'(0,λ')=1
和非连续条件4)和条件5),则U'(τ)=V'(ψ)=0。

记Δ(λ')=<τ(x,λ'),ψ(x,λ')>,由式(16)和Liouville公式知,Δ(λ')与x无关。Δ(λ')是问题L'的特

征函数,显然有:

Δ(λ')=-V'(τ)=U'(ψ), (18)

问题L'的特征值{λ'
n}+∞n=0 恰是Δ(λ')的零点。

令C0(x,λ')和S0(x,λ')分别是闭区间[0,1]上方程(14)的解,且满足下面的初值条件:

C(0,λ')=1,

C'(0,λ')=0,
 
S(0,λ')=0,

S'(0,λ')=1,

则由非连续条件4)和条件5)可得:

C(x,λ')=C0(x,λ'),

S(x,λ')=S0(x,λ'),{  x <
1
2
, (19)

C(x,λ')=A1C0(x,λ')+B1S0(x,λ'),

S(x,λ')=A2C0(x,λ')+B2S0(x,λ'),{  x >
1
2
, (20)

其中:

A1=C0(
1
2
,λ')S'0(

1
2
,λ')-C'0(

1
2
,λ')S0(

1
2
,λ')-bC0(

1
2
,λ')S0(

1
2
,λ'),

B1=bC0(
1
2
,λ'),

A2=bS0(
1
2
,λ'),

B2=C0(
1
2
,λ')S'0(

1
2
,λ')-C'0(

1
2
,λ')S0(

1
2
,λ')+bC0(

1
2
,λ')S0(

1
2
,λ'),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(21)

令λ'=ρ2,ρ=σ+iζ。由连续S-L问题可知C0(x,λ')满足柯西积分方程:

C0(x,λ')=cosρx+∫
x

0

sinρ(x-t)
ρ

q(t)C0(t,λ')dt, (22)

当|ρ|→ ∞ 时,C0(x,λ')=cosρx+O(1
ρ
exp(|ζ|x))。

由式(22)可得:

C0(x,λ')=cosρx+
sinρx
2ρ∫

x

0
q(t)dt+

1
2ρ∫

x

0
q(t)sinρ(x-2t)dt+O(1

ρ2exp(|ζ|x)), (23)

C'0(x,λ')=-ρsinρx+
cosρx
2∫

x

0
q(t)dt+

1
2∫

x

0
q(t)cosρ(x-2t)dt+O(1

ρ
exp(|ζ|x))。(24)

类似的,

S0(x,λ')=
sinρx

ρ
-
cosρx
2ρ2∫

x

0
q(t)dt+

1
2ρ2∫

x

0
q(t)cosρ(x-2t)dt+O(1

ρ3exp(|ζ|x)), (25)

S'0(x,λ')=cosρx+
sinρx
2ρ∫

x

0
q(t)dt-

1
2ρ∫

x

0
q(t)sinρ(x-2t)dt+O(1

ρ2exp(|ζ|x)), (26)

由式(21)和式(23)— 式(26)得:
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A1=1+(b2∫
1
2

0
q(t)dt-

b
2
)sinρ

ρ
+O(1

ρ2
),

B1=
b
2
(1+cosρ)+O(1

ρ
),

A2=O(1
ρ2
),

B2=1+O(1
ρ
),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

由于τ(x,λ')=C(x,λ')+hS(x,λ'),因此由式(19)— 式(21)和式(23)— 式(26)可得:

τ(x,λ')=cosρx+(h+
1
2∫

x

0
q(t)dt)

sinρx
ρ

+o(1
ρ
exp(|ζ|x)),x <

1
2
, (27)

    τ(x,λ')=cosρx+(h+
1
2∫

x

0
q(t)dt+

b
2
)sinρx

ρ
-

b
2
sinρ(1-x)

ρ
+

o(1
ρ
exp(|ζ|x)),x >

1
2
, (28)

τ'(x,λ')=-ρsinρx+(h+
1
2∫

x

0
q(t)dt)cosρx+o(1

ρ
exp(|ζ|x)),x <

1
2
, (29)

      τ'(x,λ')= -ρsinρx+(h+
1
2∫

x

0
q(t)dt+

b
2
)cosρx-

b
2cosρ

(1-x)+

o(1
ρ
exp(|ζ|x)),x >

1
2
, (30)

由式(18),式(28)和式(30)可得:

Δ(λ')=ρsinρ-ω1cosρ-ω2+o(exp(|ζ|)), (31)

其中:

ω1=H +h+
1
2∫

1

0
q(t)dt+

b
2
, ω2=-

b
2
。 (32)

  令λ0n=(ρ0n)2 是

Δ0(λ')=ρsinρ (33)

的零点,那么

ρn =nπ+o(1),n→ ∞, (34)

为了得到更精确的渐近式,令式(31)等于零,则

sinρn =O(1n
)。 (35)

  由式(33)可知:ρn=nπ+εn,其中εn→0,由于Δ0(λ'0
n)=ρ0nsinρ0n=0,由式(35)可得:

εncos(nπ)=O(
1
n
)+O(ε2n)。

由式(33)可得:

Δ0
1(λ'0

n):=(
d
dxΔ

0(λ'))λ'=λ'0n =
1

2cos(nπ)=
1
2
(-1)n,

即εnΔ0
1(λ'0

n)=O(
1
n
)+O(ε2n)。

由式(35)可得:

εn =O(1n
)。 (36)

  令式(35)等于零,则由式(36)可得:
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ρn =nπ+
θn

nπ+
κn

nπ
, (37)

其中:κn=o(1);θn=(ω1(-1)n+ω2)(2Δ0
1(λ'0

n))-1。ω1 和ω2 如式(32)所示,因此,

λ'n =n2π2+∫
1

0
q(x)dx+H +h+b-(-1)nb+o(1n

)。

  若把边界条件(15)换做e=y'/y,则:

λ'n =(n+D)2π2+∫
1

0
q(x)dx-2[e*]10+b-(-1)nb+o(1n

), (38)

其中D 是狄利克雷条件个数的一半,当e是定值时,e*=e,其余情况,e*=0。

由定理4可得,若用λj 替换式(38)中的λ'j,则其亦成立。

定理5 S-L问题(1)—问题(5)的特征值由如下形式表示:

1)如果f∈R0
N,则当n→∞时,

λn =

(n-N)2π2+∫
1

0
q(x)dx-b-(-1)nb+2cotα+o(1n

), α≠0,

(n+1/2-N)2π2+∫
1

0
q(x)dx-b-(-1)nb+o(1n

), α=0。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(39)

  2)如果f∈R+
N,则当n→∞时,

λn =

(n-
1
2-N)2π2+∫

1

0
q(x)dx-b-(-1)nb+2cotα+(

2
a
)+o(1n

), α≠0,

(n-N)2π2+∫
1

0
q(x)dx-b-(-1)nb+(

2
a
)+o(1n

), α=0。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(40)

3 结 论

基于文献[1]中的结论,针对非连续且边界条件含谱参数的S-L问题(1)—问题(5)的特征值给出了精细

估计,首先利用Hergloz函数的转换,建立了边界条件含谱参数的S-L问题与常值边界条件S-L问题的转

换。然后通过直和空间的等价刻画,证明了非连续S-L问题的特征值与连续S-L问题的特征值间的交替关

系,并建立了该问题的振荡理论。最后得到了特征值的渐近表达式。研究结果为该问题的逆问题提供了理

论依据。
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