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手镯图的L(2,1)—标号
李海萍,杨 英

(河北科技大学理学院,河北石家庄 050018)

摘 要:为了更好地研究频道分配问题,引入了从顶点集到非负整数集的一个函数,即图的一个

L(2,1)—标号。假设最小标号为零,图的L(2,1)—标号数就是此图的所有L(2,1)—标号下的跨

度的最小数。对于路和圈的Cartesian积图的推广图———手镯图的标号数问题,给出了手镯图的定

义,即是将拟梯子的两端重合而得到的图形,同时给出了其L(2,1)—标号数的定义,运用顶点分组

标号法,根据圈的个数和每个圈的顶点数的不同进行分类讨论,研究结果完全确定了手镯图的L
(2,1)—标号数的确切值,丰富了图的种类并完善了标号数理论。

关键词:图论;L(2,1)-标号;L(2,1)-标号数;拟梯子;手镯图

中图分类号:O157.5   MSC(2010)主题分类:05C78   文献标志码:A   

  收稿日期:2017-06-20;修回日期:2017-12-12;责任编辑:张 军

基金项目:河北省科技计划项目(154536718)
第一作者简介:李海萍(1975—),女,河北邯郸人,讲师,硕士,主要从事应用数学方面的研究。

E-mail:lishuxue@126.com

李海萍,杨英.手镯图的L(2,1)—标号 [J].河北科技大学学报,2018,39(4):314-320.
LIHaiping,YANGYing.L(2,1)—labelingofthebraceletgraph[J].JournalofHebeiUniversityofScienceandTechnology,2018,39(4):314-320.

L(2,1)—labelingofthebraceletgraph
LIHaiping,YANGYing

(SchoolofScience,HebeiUniversityofScienceandTechnology,Shijiazhuang,Hebei050018,China)

Abstract:Inordertobetterstudythechannelassignmentproblem,afunctionfromthevertexsettothesetofallnonnegative
integersisgenerated,thatistheL(2,1)—labelingofagraph.Lettheleastlabelbezero,theL(2,1)—labelingnumberofa

graphisthesmallestnumberoverthespansofallL(2,1)—labelingofthisgraph.AimingattheproblemoftheL(2,1)—labe-
lingnumbersofthebraceletgraph,whichisageneralizedgraphfromCartesianproductsofthepathandcycles,thedefinition

ofthebraceletgraphisgiven,whichisobtainedbyoverlappingthetwoendsofasimilarityladder.Atthesametimethedefini-

tionoftheL(2,1)—labelingnumbersisgiven.TheL(2,1)—labelingnumberiscompletelydeterminedbyvertexgrouped
labelingmethodaccordingtothedifferenceofthecircles'numbersandthevertices'numbersofthecircles.Thetypesofgraphs

areenrichedandthelabelingnumbertheoriesareperfected.

Keywords:graphtheory;L(2,1)—labeling;L(2,1)—labelingnumber;similarityladder;braceletgraph

  图着色是图论研究的主题之一。在无线电通信波段分配的促动下,有了图的距离2标号这一迷人的推

广概念。Griggs和Robert提出了图的L(2,1)—标号这个概念。L(2,1)—标号问题就是将各个频率(非负

整数)分配到各个电台,使得“接近”的电台必须接收不同的频率,而“十分接近”的电台则必须接收至少相差

2的频率。在图论中具体表述这个问题,简单图G 的一个L(2,1)—标号就是从顶点集V(G)到非负整数集
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的一个函数f,使得d(u,v)=1时,有|f(u)-f(v)|≥2;当d(u,v)=2时,有|f(u)-f(v)|≥1,其中u,

v 是图G 的顶点。不妨设最小标号为0。那么,图G 的L(2,1)—标号数λ(G)是G 的所有L(2,1)—标号下

的跨度max{f(v);v∈V(G)}的最小数。L(2,1)—标号问题就是要找出图G 的L(2,1)—标号数λ(G)。

L(2,1)—标号问题得到了广泛研究,已经得到很多图形的L(2,1)—标号结果[1-6],特别是关于路和圈

的Cartesian积图的L(2,1)—标号数已基本全部确定[1-2]。后来,在许多论文中L(2,1)—标号的推广概

念———L(j,k)—标号得到了进一步探讨[7-9]。文献[9—15]对图的边路替换图的L(d,1)—标号数进行了

研究。对于L(h,k)—标号,已有大量的图类———弦图、直径2的图、Cartesian积图、Möbius梯子等[7,16-18],
均被研究过或确定了λh,k—数再或确定了λh,k—数的界,当然也有许多待解决的问题。文献[19]已研究了

路和路的Cartesian积图的推广图拟梯子的L(2,1)—标号问题,文献[20]研究了边路替换图的L(2,1)—标

号问题。本文主要研究路P2 和圈Cn 的Cartesian积图的推广图———手镯图的L(2,1)—标号问题,并完全

确定了手镯图t≥5时的L(2,1)—标号数。

1 手镯图的定义

首先设t圈Ci
t=1i2i3i…aiai

-…3
i
-2

i
-1

i
-1i,(t=2a)或Ci

t=1i2i3i…ai(a+1)i-a
i
- …3

i
-2

i
-1

i
-1i,

(t=2a+1),为了表述方便,将t圈Ci
t 的顶点分成顶点个数相同或相差一个顶点的上下2行,如图1所示,

即:当t=2a 时,第1行顶点从左向右依次为1i,2i,3i,…,ai,第2行顶点从左向右依次为1i-,2
i
-,3

i
-,…,

ai
-,(i=0,1,…,n-1)。当t=2a+1时,第1行顶点从左向右依次为1i,2i,3i,…,ai,第2行顶点从左向右

依次为1i-,2
i
-,3

i
-,…,a

i
-,(a+1)

i
-,(i=0,1,…,n-1)。

n（a+1）iai

ai

3i2i1i

3i2i1i

a i
-3 i

-2 i
-1 i

-

ai3i2i1i

c） P（t,n）b） t=2a+1a） t=2a

- - - - -

图1 圈Ci
t 和P(t,n)

Fig.1 CyclesCi
tandP(t,n)

定义1 将n 个相同的t圈Ci
t,(i=0,1,…,n-1)如下依次相接:当t=2a 时,对i=0,1,…,n-2,把点

ai 和1i+1重合,把点ai
-和1i+1- 重合,边aiai

-和边1i+11i+1- 重合;当t=2a+1时,对i=0,1,…,n-2,把点ai

和1i+1重合,把点(a+1)i-和1i+1- 重合,边ai(a+1)i-和边1i+11i+1- 重合,所得的图称为拟梯子,用P(t,n)表
示,如图1所示。

定义2 在拟梯子的基础上把拟梯子的两端如下重合:当t=2a 时,将10 和an-1重合,10-和an-1
- 重合,

边an-1an-1
- 和边1010-重合;当t=2a+1时,将10 和an-1重合,10-和(a+1)n-1- 重合,边an-1(a+1)n-1- 和边

1010-重合,所得的图称为手镯图,用C(t,n)来表示。易见,t=4的手镯图即路P2 和圈Cn 的Cartesian积图

P2□Cn。下面给出需要的几个引理。
引理1[6] 设G 是最大度为Δ≥2的图,则λ(G)≥Δ+1;且若G 包含3个度为Δ 的顶点,且其中的1个

顶点与另外2个相邻,则λ(G)≥Δ+2。
引理2[1] 若G⊆H,则有λ(G)≤λ(H)。

2 手镯图的L(2,1)—标号

由于P(t,n)⊆C(t,n),从而由引理2得到λ(C(t,n))的一个下界,即λ(P(t,n))≤λ(C(t,n))。下面

对任意的t≥3值给出λ(C(t,n))的确切值。

由于t=3的手镯图即轮Wn,t=4的手镯图即路P2 和圈Cn 的Cartesian积图P2□Cn,Wn 和P2□Cn

的L(2,1)—标号数结论已有,即如下定理。
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定理1[8] λ(W3)=λ(W4)=6;当n≥5时,λ(Wn)=n+1。

定理2[16] λ(P2□Cn)=
5, 若n≡0(mod3),

0, 其他。{
下面对t≥5的手镯图的L(2,1)—标号进行研究。

定理3 设 k≥3,当 n=3k,3k+2 且 n≠5 时,λ(C(5,n))=5;当 n=5 或 n=3k+1
时,λ(C(5,n))=6。

证明 首先,因为λ(P(5,n))=5[19],由引理2可知,λ(C(5,n))≥5。

当n=3k时,不难发现,文献[19]中t=5拟梯子跨度为5的L(2,1)—标号同样可作为手镯图的

L(2,1)—标号。所以,当n=3k时,λ(C(5,n))≤5。λ(C(5,n))=5。当n=3k+2且n≠5时,可以给出跨

度为5的t=5的手镯图L(2,1)—标号:

1 3 5 1

4 2 0 4 2 0 4
æ

è
ç  … 

1 3 5 1

4 2 0 4 2 0 4
ö

ø
÷

n=3k

0 4 1 3 5 1 4 2 0 4 2 0

3 5 2 0 5 2 0 4 2 0 3 5 0 3 5 1 3 5 1 3 5 1 3
æ

è
ç  … 

0 4 2 0

3 5 1 3 5 1 3
ö

ø
÷

n=3k+2且n≠5

t=5的手镯图跨度为5的L(2,1)—标号

综上可知:当n=3k,3k+2且n≠5时,λ(C(5,n))=5。
当n=5时,给出跨度为6的t=5的手镯图的L(2,1)—标号:

1 3 5 2 6 1
4 2 0 4 1 6 4 1 3 0 4
æ

è
ç

ö

ø
÷

n=5
t=5的手镯图跨度为6的L(2,1)—标号

所以λ(C(5,n))≤6。又假设标号数为5,则对任一标号数i=0,1,2,3,4,5,至多可标3个顶点。用li 表示

标i的顶点个数,则l0,l1,l2,l3,l4,l5≤3,且其中至多3个为3,要么l0=l2=l4=3,要么l1=l3=l5=3,若
如此的话,则无法给出其余点的标号。若l0,l1,l2,l3,l4,l5 中至多2个为3,则l0+l2+l4+l1+l3+l5≤
3+3+2+2+2+2=14,这与图的顶点数15矛盾,从而t=5且n=5的手镯图标号数至少为6。

当n=3k+1时,可以给出跨度为6的t=5的手镯图L(2,1)—标号:

1 3 0 5 1 3 5 1
4 6 5 2 4 1 3 0 4 2 0 4 2 0 4
æ

è
ç  … 

1 3 5 1
4 2 0 4 2 0 4

ö

ø
÷

n=3k+1
t=5的手镯图跨度为6的L(2,1)—标号

所以λ(C(5,n))≤6。假设标号数为5,则t=5的手镯图中圈Cn=10-2
0
-3

0
-…(n+1)

0
-1

0
-的任一子图的标

号可能为如下情形及它们的对称情形(这里的对称指的是a 与5-a 对称)或如下情形拼接,即0,1,2,3,4,5
所有可能的路的L(2,1)—标号:02402,02403,02405,02413,02415,02502,02503,02504,02513,02514,

025302,025304,025305,025314,025315;0314,0315,03502,03503,03504,03513,03514,035203,035204,

035205,0352402,0352403,0352405,0352413,0352415;0413,0415,04203,04204,04205,042502,042503,

042504,042513,042514,0425302,0425304,0425305,0425314,0425315;0513,0514,05203,05204,05205,

052402,052403,052405,052413,052415,05302,05304,05305,05314,05315;1302,1304,1305,13502,13503,

13504,13513,13514,135203,135204,135205,1352402,1352403,1352405,1352413,1352415;1402,1403,

1405,14203,14204,14205,142502,142503,142504,142513,142514,1425302,1425304,1425305,1425314,
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1425315;1502,1503,1504,15203,15204,15205,152402,152403,152405,152413,152415,15302,15304,

15305,15314,15315;2402,2403,2405,2413,2415;2502,2503,2504,2513,2514,25302,25304,25305,25314,

25315;3502,3503,3504,3513,3514,35203,35204,35205,352402,352403,352405,352413,352415。
以以上标号段为中心,对t=5的手镯图进一步标号,其中只有如下的18个可作为圈Cn=10-2

0
-3

0
-…

(n+1)0-1
0
- 的子图的标号:02402,02503;03513,03514;0413,04204;05204,05305,05315;13513,13514;

14204;15314,15315;2402;25314,25315,3513。其余的情形都在某点处无法取得标号,不难发现,每段标号

末尾2个数是另一段的开始2个数。而这些可作为Cn=10-2
0
-3

0
-…(n+1)

0
-1

0
- 的子图的标号段,除了

0413,2402,3513这3个长为4,其余长均为5。又因为2402后只和02402衔接,3513后只和13513衔接,如
此循环下去,可得的循环标号分别为240240…240和351351…351,易见Cn=10-2

0
-3

0
-…(n+1)

0
-1

0
-含2402

和3513的标号段的标号,对应于圈长为n=3k 的圈标号;且Cn=10-2
0
-3

0
-…(n+1)

0
-1

0
-含0413的标号必

为04135142042042…042,易见对应于圈长为n=3k+2的圈标号。而长为5的标号段可构成的标号只能对

应于圈长为n=3k的圈标号。从而当n=3k+1时,用0,1,2,3,4,5给不出t=5的手镯图的标号,从而该

图的标号数至少为6。综上可知:当n=5或n=3k+1时,λ(C(5,n))=6。
定理4 当n≠5时,λ(C(6,n))=5;当n=5时,λ(C(6,5))=6。
证明 首先,因为λ(P(6,n))=5[19],由引理2可知,λ(C(6,n))≥5。其次,可以给出跨度为5的t=6

且n≠5的手镯图L(2,1)—标号:

0 2 5 3 0
5 3 0 2 5
æ

è
ç

ö

ø
÷

C(6,2)的跨度为5的L(2,1)—标号

0 2 4 0 2 4 0
3 5 1 3 5 1 3
æ

è
ç  … 

0 2 4 0 2 4 0
3 5 1 3 5 1 3

ö

ø
÷

n=3k
0 5 3 1 5 0 2 4 0 2 4 0 2 4
3 5 0 4 2 0 5 1 3 5 1 3 5 1
æ

è
ç  … 

0 2 4 0 2 4 0
3 5 1 3 5 1 3

ö

ø
÷

n=3k+1
0 5 3 1 5 0 2 4 0 5 3 1 5 0 2 4 0 2 4 0 2 4 0
3 5 0 4 2 0 5 1 3 5 0 4 2 0 5 1 3 5 1 3 5 1 3
æ

è
ç  … 

0 2 4 0 2 4 0
3 5 1 3 5 1 3

ö

ø
÷

n=3k+2且n≠5
t=6的手镯图跨度为5的L(2,1)—标号

所以λ(C(6,n))≤5。综上可知:当n≠5时,λ(C(6,n))=5。
对t=6且n=5的手镯图,若标号数为5,则对任一标号数i=0,1,2,3,4,5,至多可标4个顶点,用li 表

示标i的顶点个数,且设l0,l1,l2,l3,l4,l5 从大到小排为a,b,c,d,e,f,则至多如下情形之一:

1)a=b=c=d=4,且e<2,f<2;

2)a=b=c=4,且d<4,e<3,f<3;

3)a=b=4,且c<4,d<4,e<4,f<3;

4)a=4,且b<4,c<4,d<4,e<4,f<4;

5)a<4,b<4,c<4,d<4,e<4,f<4。
易见,a+b+c+d+e+f<20,这与图的顶点数20矛盾,从而t=6且n=5的手镯图标号数至少为6。

其次,可以给出跨度为6的t=6且n=5的手镯图L(2,1)—标号:

4 2 5 3 0 2 5 3 1 6 4
1 6 0 2 5 3 0 2 5 3 1
æ

è
ç

ö

ø
÷

t=6且n=5的手镯图跨度为6的L(2,1)—标号
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所以t=6,且n=5的手镯图标号数为6。综上可知:当n≠5时,λ(C(6,n))=5;当n=5时,λ(C(6,

5))=6。
定理5 λ(C(7,n))=5。
证明 首先,因为λ(P(6,n))=5[19],由引理2可知,λ(C(7,n))≥5。其次,可以给出跨度为5的t=7

的手镯图L(2,1)—标号:

0 2 5 3 0
5 2 4 0 3 1 5
æ

è
ç  … 

0 2 5 3 0
5 2 4 0 3 1 5

ö

ø
÷

n=2k
0 4 1 3 5 2 0 2 5 3 0
5 3 0 5 2 4 0 3 5 5 2 4 0 3 1 5
æ

è
ç  … 

0 2 5 3 0
5 2 4 0 3 1 5

ö

ø
÷

n=2k+1
t=7的手镯图跨度为5的L(2,1)—标号

所以λ(C(7,n)≤5。综上可知:λ(C(7,n))=5。
定理6 当t=8,9,10,11时,λ(C(t,n))=5。
证明 首先,因为当t=8,9,10,11时,λ(P(t,n))=5[19],由引理2可知,λ(C(t,n))≥5。其次,给出跨

度为5的t=8,9,10,11的手镯图L(2,1)—标号:

0 2 4 0
5 3 1 5
æ

è
ç  … 

0 2 4 0
5 3 1 5

ö

ø
÷

t=8的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

0 2 4 0
5 2 4 1 5
æ

è
ç  … 

0 2 4 0
5 2 4 1 5

ö

ø
÷

t=9的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

0 2 5 3 0
5 2 0 3 5
æ

è
ç  … 

0 2 5 3 0
5 2 0 3 5

ö

ø
÷

t=10的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

0 4 1 2 0
5 2 4 1 3 5
æ

è
ç  … 

0 4 1 2 0
5 2 4 1 3 5

ö

ø
÷

t=11的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

所以λ(C(t,n))≤5。综上可知:当t=8,9,10,11时,λ(C(t,n))=5。
定理7 λ(C(12,n))=4。
证明 首先,由引理1可知,λ(C(12,n))≥4[19]。其次,可以给出跨度为4的t=12的手镯图L(2,1)—

标号:

0 3 1 4 2 0
4 1 3 0 2 4
æ

è
ç  … 

0 3 1 4 2 0
4 1 3 0 2 4

ö

ø
÷

t=12的手镯图跨度为5的L(2,1)—标号

所以λ(C(12,n))≤4。综上可知:λ(C(12,n))=4。
定理8 λ(C(13,n))=5。
证明 首先,因为λ(P(13,n))=5[19],由引理2可知,λ(C(13,n))≥5。其次,可以给出跨度为5的t=

13的手镯图L(2,1)—标号:

0 2 4 1 3 0
5 2 0 4 1 3 5
æ

è
ç  … 

0 2 4 1 3 0
5 2 0 4 1 3 5

ö

ø
÷

t=13的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号
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所以λ(C(13,n))≤5。综上可知:λ(C(13,n))=5。
定理9 当t=14,15,16,17,n=2k时,λ(C(t,2k))=4;当n=2k+1时,λ(C(t,2k+1))=5。
证明 首先,因为当t=14,15,16,17时,λ(P(t,n))=4[19],由引理2可知,λ(C(t,2k))≥4。对n=

2k,不难发现,文献[19]中t=14,15,16,17的跨度为4的拟梯子标号同样可作为手镯图的L(2,1)—标号。
所以λ(C(t,2k))≤4。综上可知:当t=14,15,16,17,n=2k时,λ(C(t,2k))=4。

当n=2k+1时,若标号数为4,则至少一个圈的上下两行的首末标号各自相同。即1与a 的标号同为

0(4),下行的首末标号同为4(0),这样的话,该圈不能被标号。所以当t=14,15,16,17时,λ(C(t,2k+
1))>4。其次,对n=2k+1,可以给出跨度为5的手镯图L(2,1)—标号:

0 2 5 0 2 4 0

5 2 0 5 3 1 5

æ

è
çç  … 

0 2 5 0 2 4 0

5 2 0 5 3 1 5

ö

ø
÷÷

t=14的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

0 2 4 0 5 3 0

5 2 4 0 5 1 3 5

æ

è
çç  … 

0 2 4 0 5 3 0

5 2 4 0 5 1 3 5

ö

ø
÷÷

t=15的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

0 2 4 0 5 1 3 0

5 2 4 0 5 1 3 5

æ

è
çç  … 

0 2 4 0 5 1 3 0

5 2 4 0 5 1 3 5

ö

ø
÷÷

t=16的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

0 2 4 0 5 1 3 0

5 2 4 0 2 5 1 3 5

æ

è
çç  … 

0 2 4 0 5 1 3 0

5 2 4 0 2 5 1 3 5

ö

ø
÷÷

t=17的手镯图的跨度为5的L(2,1)—标号

所以,λ(C(t,2k+1))≤5。综上可知:当t=14,15,16,17,n=2k+1时,λ(C(t,2k+1))=5。

定理10 当t≥18时,λ(C(t,n))=4。
证明 首先,当t≥18时,λ(P(t,n))=4[19],由引理2可知,λ(C(t,n))≥4;其次不难发现,文献[19]中

t≥18的跨度为4的拟梯子标号同样可作为t≥18的手镯图的L(2,1)—标号。综上可知:当t≥18
时,λ(C(t,n))=4。

3 结 论

本文首先给出了路P2 和圈Cn 的Cartesian积图的推广图———手镯图的定义,然后完全确定了对任意

t≥3时手镯图的L(2,1)—标号数。总结如下:

λ(C(t,n))=

λ(W3)=λ(W4)=6, n=3,4,

λ(Wn)=n+1, n≥5,{        t=3,

λ(P2□Cn)=
5,  若n≡0(mod3),

6,  其他,{  t=4,

5,  n=3k,3k+2且n≠5,

6,  n=5或n=3k+1,{  k≥3 t=5,

5,  n≠5,

6,  n=5,{  t=6,

5,    t=7,8,9,10,11,13,

4,    t=12,18,19,…,

4,  n=2k,

5,  n=2k+1,{  t=14,15,16,17。
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  研究结果丰富了图的种类并完善了标号数理论,为实际应用———频道分配问题的研究提供了理论基础。
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