
第39卷第3期 河 北 科 技 大 学 学 报 Vol.39,No.3

2018年6月 JournalofHebeiUniversityofScienceandTechnology June2018

􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇
  文章编号:1008-1542(2018)03-0238-05 doi:10.7535/hbkd.2018yx03007

一种特殊摆的研究
王艳海,魏江南,孟义昌,张 玉,马乾伟,摆永强
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摘 要:为了解决交通运输和工业行业中移动重物的起重机动臂和支撑点不稳定的摆动幅度问题,
采用一个悬挂点在水平面内做圆周运动的摆球系统模型来模拟这一问题的动力学过程。应用拉格

朗日方程推导了摆球运动的微分方程,采用四阶龙格-库塔算法进行了数值求解,得到了给定悬挂

点圆周运动半径、频率和摆长的条件下,摆球做稳定圆周运动的摆角,计算了摆球的稳定运动轨迹,
并将计算结果与实验进行了对比,理论计算和实验结果精确吻合。研究内容在科研和工程技术领

域有着广泛的应用,研究结果对起重机的机械吊臂设计有重要的参考价值。同时,文中所用到的理

论建模、计算机编程、数值计算、实验设计等也可以作为一个非常好的教学案例,培养学生应用所学

理论解决实际问题的能力。
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Abstract:Inordertosolvetheproblemofunstableswingingamplitudesofthecrane'sboomandsupportingpointsformoving
heavyobjectsinthetransportationandindustrialindustries,apendulumsystem modelwithcircularmotioninthehorizontal

planeisusedtosimulatethedynamicprocessofthisproblem.Thedifferentialequationsofthependulumballarededucedusing
theLagrangeequation,andthenumericalsolutionisobtainedusingthefourth-orderRunge-Kuttaalgorithm.Thesuspension
anglesareobtainedforthependulumtomakeastablecircularmotionunderthedesignatedconditionsoftheradius,frequency,

andpendulumlengthofthesuspensionpoint.Thestabletrajectoryofthependulumballiscalculated,andthecalculation
resultsarecomparedwiththeexperimentalresults.Thetheoreticalcalculationsandtheexperimentalresultsareingood

agreement.Theresearchcontentofthispaperhasawiderangeofapplicationsinscientificresearchandengineeringtechnology.
Theresearchresultshaveimportantreferencevalueforthecrane'smechanicaljibdesign.Atthesametime,thetheoretical
modeling,computerprogramming,numericalcalculation,andexperimentaldesignusedinthispapercanalsobeusedasavery

goodteachingcasetocultivatestudents'abilitytoapplythelearnedtheorytosolvepracticalproblems.
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  在一个力学摆的系统中,如果摆球的悬挂点在水平面内做圆周运动,在某些给定的初始条件下,摆球将

会做半径更小的稳定的圆周运动,这一研究题目来自第二十九届国际青年物理学家锦标赛IYPT第二题:滞
后的摆。对该问题的研究,无论在科研、工程技术领域和教学中都有着广泛的应用,有助于对起重机吊臂的

设计[1-3],也可以作为理论力学教学的补充,增强学生对理论力学相关理论知识的理解,提高学生将物理理论

应用到实际问题中去的能力[4-6]。

1 理论模型
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图1 理论模型的示意图

Fig.1 Schematicdiagramofatheoreticalmodel

一根长为R 的硬质杆,杆的一端固定在o 点,另一

端s绕o点作水平圆周运动,并在硬质杆的s端连接一

根长度为l的细绳,细绳的下端悬挂一个金属摆球,绳子

的伸缩和质量不计。s端开始运动后,小球开始摆动,如
图1所示(摆球的三维坐标系,xoy 平面为水平面)。给

定不同的初始条件,小球会呈现出不同的运动轨迹,研究

摆球做半径小于R 的稳定的圆周运动的条件。该系统

所受的约束是完整约束,可以应用拉格朗日方程进行

求解[1-2,7-14]。
摆球的位置矢量为

􀭸r=􀭽R+(lsinθcosφ)􀭳i+(lsinθsinφ)􀭸j+l􀭸kcosθ,
(1)

其中􀭽R=X(t)􀭳i+Y(t)􀭸j+Z(t)􀭸k,对式(1)进行时间求导得到摆球的速度矢量:

􀭸v=􀭽R
·

+(l̇θcosθcosφ-l̇φsinθsinφ)􀭳i+
    (l̇θcosθsinφ+l̇φsinθcosφ)􀭸j-l̇θ􀭸ksinθ。 (2)

  摆球的动能为

T=
1
2mv2=

1
2m[|̇R|2+l2̇θ2cos2θ+l2̇φ2sin2θ+l2̇θ2sin2θ+

2̇X(l̇θcosθcosφ-l̇φsinθsinφ)+
2̇Y(l̇θcosθsinφ+l̇φsinθcosφ)+
2̇Zl̇θsinθ]。          (3)

  摆球的势能为

V=-m􀭽g·􀭸r=-mglcosθ-mgZ。 (4)

  将式(2)代入摆球的式(3)后,再与式(4)代入拉格朗日方程L=T-V 得到:

L(θ,̇θ,φ,̇φ,t)=T-V=
1
2m[|􀭽R

·

|2+l2θ2+l2̇φ2sin2θ+

2̇Xl(̇θcosθcosφ-̇φsinθsinφ)+
2̇Yl(̇θcosθsinφ+̇φsinθcosφ)-2̇Zl̇θsinθ]+
mglcosθ+mgZ,

应用拉格朗日方程:

d
dt
(∂L
∂̇θ
)-
∂L
∂θ=0,

d
dt
(∂L
∂̇φ
)-
∂L
∂φ

=0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(5)

经过推导,得到摆球的动力学微分方程:

θ̈+
Ẍ
lcosθcosφ+

Ÿ
lcosθsinφ-̇φ2sinθcosθ-

Z̈
lsinθ+

g
lsinθ=0, (6)

φ̈+2̇θ̇φcotθ-
Ẍ

lsinθsinφ+
Ÿ

lsinθcosφ=0, (7)
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由于悬挂点在水平面内做匀速圆周运动,将X=acosω0t,Y=asinω0t代入式(6)和式(7),其中a 为悬挂

点圆周运动的半径,ω0 为角频率,则摆球运动的微分方程可化简为

θ̈-
aω2

0

l cos(ω0t-φ)+̇φ2sinθ
é

ë
êê

ù

û
úúcosθ+

g
lsinθ=0, (8)

φ̈+2̇θ̇φcotθ-
aω0

lsinθsin
(ω0t-φ)=0。 (9)

2 摆球轨迹的数值模拟

令y0=θ,y1=
dθ
dt=

dy0

dt
,y2=φ,y3=

dφ
dt=

dy2

dt
,将式(8)和式(9)降阶为一阶微分方程组[3]:

dy0

dt =y1,

dy1

dt =
aω0

lcos
(ω0t-y2)+y2

3siny0
é

ë
êê

ù

û
úúcosy0-

g
lsiny0,

dy2

dt =y3,

dy3

dt =-2y1y3coty0-
aω2

0

lsiny0
sin(ω0t-y2),

ì

î

í
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(10)

采用四阶龙格-库塔算法,可对式(10)进行数值求解,将其转化为一个初值问题,即可计算出摆球的运动轨迹[15-17]。

2.1 摆球在水平面内做稳定圆周运动的条件

如果摆球做稳定的圆周运动,则θ̈=0,̈ϕ=0,根据式(9)和式(10)可得到:

ω2
0=

g
l sinθ

/sinθcosθ±
a
lcosθ

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (11)

由式(11)可以计算出摆球做稳定圆周运动的初始条件,结合式(10)进行数值计算即可得出摆球的运动轨迹。
数值计算采用开源软件python[5],具体的计算过程如下:由式(11)计算出稳定运动条件(初始条件),画

出ω-θ(或f-θ)曲线,找出频率和角度的稳定条件,确定初值;给定初值θ,̇θ,ϕ,̇ϕ,采用python语言编程,数
值计算摆球的运动轨迹。

2.2 数值模拟

设定悬挂点,圆周运动半径为a=15cm,绳长为l=90cm,根据 式(11)计算稳定圆周运动的f-θ数值

关系,如图2所示,对应摆球在水平面内做半径小于悬挂点圆周半径的条件为图中最下面一个分支。假定选

取初始条件为f=ω0/(2π)=1.23Hz,θ=11.8°,̇θ=0,φ=π,̇φ=ω0,其中ω0 为悬挂点圆周运动半径的角频

率。经过数值模拟计算,得到摆球的轨迹,如图3所示,小球也在水平面内做圆周运动,其半径约为3.63cm,
小于悬挂点圆周运动的半径15cm。当初始条件偏离由式(12)确定的数值时,摆球的轨迹将逐渐偏离圆周
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图2 摆球做稳定圆周运动的曲线

Fig.2 Curveofastablecircularmotionof
apendulumball
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图3 初值为f=1.23Hz,θ=11.8°,̇θ=0,φ=π,

φ̇=ω0 时摆球的轨迹

Fig.3 Trajectoryofthependulumwiththeinitialvalue

f=1.23Hz,θ=11.8°,̇θ=0,φ=π,̇φ=ω0
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图4 初值为f=1.23Hz,θ=11.8°(或θ=

11.4°),̇θ=0,φ=π,̇φ=ω0 时摆球的

轨迹

 Fig.4 Trajectorysofthependulumwiththeinitial
valuef=1.23Hz,θ=11.8°(或θ=11.4°),

θ̇=0,φ=π,̇φ=ω0

运动,如图4所示,θ值分别为11.8°和11.4°,其他初始条件

均相同时的摆球轨迹,从图中可以看出当θ 值偏离11.8°
时,小球的轨迹开始变得混乱,类似进动,这其实是稳定轨

道的特征,此时其紧邻的轨道是多个自由度简谐运动叠加

的结果。

3 实验验证

实验器材包括:交流变压器(0~300V,可调),风扇

(55W),单摆小球,转速测量仪,米尺,视频拍摄仪,细绳。
实验过程如下:在风扇叶片上距离转轴15cm处钻一

个小孔,把半径为1cm的摆球用细绳系在风扇小孔处,把
风扇转动面放置为水平并固定好,调节交流变压器电压控

制风扇转速,用转速测速仪测量风扇的实际转速,用视频

拍摄仪拍摄小球的运动轨迹。根据数值模拟部分设定的

初始条件进行实验,采用运动轨迹分析软件Tracker恢复

摆球的轨迹,将实验结果与计算结果进行对比,如图5所

示。实线为实验数据,摆球轨迹非常接近于圆(离心率很

小的椭圆)。偏离圆轨迹的原因有二:其一是由于在实验中初始条件非常难以控制,很难达到其理想值;其二

是拍摄的角度稍微偏离了竖直方向(这是为了避开风扇叶片对摆球的遮挡),导致用Tracker软件恢复摆球

轨迹时带来误差。图5中虚线为初始条件θ=11.6°,其他值与数值模拟计算部分相同时的摆球的理论计算

轨迹,从图中可以看出数值模拟计算的轨迹与实验轨迹符合的很好。摆球做圆周运动时摆线与竖直方向平

均夹角的实验值为11.02°,与理论值的平均夹角(11.6°)的相对误差约为6.2%,误差很小,理论计算与实验结

果吻合的很好。悬挂点和摆球的运动步调如图6所示,图中实线和虚线分别表示悬挂点和摆球的运动步调。
两点的运动步调刚好相反,说明摆球的运动步调滞后于悬挂点,滞后的相位为π,实验中也确实如此。

Experiment
Theory

5
4
3
2
1
0

-1
-2
-3
-4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
x/cm

y/
cm

图5 摆球轨迹的实验值与数值模拟结果

Fig.5 Experimentalvaluesandnumericalsimulation
resultsofthependulumtrajectory
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图6 摆球和悬挂点的运动步调

Fig.6 Movementpaceofpendulumballand
suspensionpoint

4 结 语

本文研究了悬挂点在水平面内做匀速圆周运动时摆球的运动规律,应用保守力系的拉格朗日方程推导

了摆球运动的微分方程,并采用python语言进行数值模拟计算,理论计算结果与实验结果精确吻合。研究

表明当满足一定的初始条件时,小球也将在水平面内做稳定的半径更小的匀速圆周运动,而且相位滞后悬挂

点为π,该运动对初值非常敏感,如果偏离特定的初始条件,摆球的运动轨迹将变得混乱,其紧邻的轨道是多

142



河 北 科 技 大 学 学 报 2018年

个自由度简谐振动的叠加。研究结果可以作为理论力学教学的一个极佳的案例,将物理学原理应用到具体

的实际问题中去,涉及到理论推导、计算机编程模拟计算和实验验证,将单纯枯燥的理论与计算和实验相结

合,有助于激发学生的学习兴趣,提高学生的学术研究能力。同时,本文的理论结果和数值模拟程序也可以

应用到起重机的吊臂设计等相关机械设计的实际问题当中[18-20]。
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