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具有随机波动率的美式期权定价
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摘 要:为了更好地解决期权定价中存在的问题,研究了带有 Heston随机波动率模型的期权定价

问题,对美式期权的最佳实施边界及其提前执行的条件进行了分析和讨论。鉴于美式期权不存在

解析定价公式,通过离散化参数空间将带有 Heston随机波动率的美式期权价格所满足的随机偏

微分方程转化为相应的差分方程,进而采用高阶紧式有限差分方法进行求解,得到了期权价格的数

值解。通过数值实验对理论结果进行验证和模拟,对带有常数波动率和随机波动率条件下的两种

最佳实施边界进行比较,发现最佳实施边界也具有随机波动性;在设定参数下对波动率的行为和性

质进行分析,模拟出波动率曲线,并对高阶紧差分方法的计算结果进行比较,得到了期权的数值解,
验证了算法的有效性。此方法对解决随机波动率下的期权定价其他问题,如:随机波动率下的多标

的资产期权定价、障碍期权定价的研究具有借鉴价值。
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Abstract:Inordertosolvetheproblemofoptionpricingmoreperfectly,theoptionpricingproblemwithHestonstochastic
volatilitymodelisconsidered.TheoptimalimplementationboundaryofAmericanoptionandtheconditionsforitsearlyexecu-
tionareanalyzedanddiscussed.InviewofthefactthatthereisnoanalyticalAmericanoptionpricingformula,throughthe
spacediscretizationparameters,thestochasticpartialdifferentialequationsatisfiedbyAmericanoptionswithHestonstochastic
volatilityistransformedintothecorrespondingdifferentialequations,andthenusinghighordercompactfinitedifference
method,numericalsolutionsareobtainedfortheoptionprice.Thenumericalexperimentsarecarriedouttoverifythetheoreti-
calresultsandsimulation.Thetwokindsofoptimalexerciseboundariesundertheconditionsoftheconstantvolatilityandthe
stochasticvolatilityarecompared,andtheresultsshowthattheoptimalexerciseboundaryalsohasstochasticvolatility.Under
thesettingofparameters,thebehaviorandthenatureofvolatilityareanalyzed,thevolatilitycurveissimulated,thecalculation
resultsofhighordercompactdifferencemethodarecompared,andthenumericaloptionsolutionisobtained,sothatthe
methodisverified.Theresearchresultprovidesreferenceforsolvingtheproblemsofoptionpricingunderstochasticvolatility
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suchasmultipleunderlyingassetoptionpricingandbarrieroptionpricing.

Keywords:financemarkets;stochasticanalysis;Americanoption;stochasticvolatility;freeboundary;finitedifferencemethod

  期权是一种重要金融衍生工具,具有良好的规避风险的功能。金融市场风险管理领域应用较为广泛的

是Black-Scholes期权定价模型[1-2]。美式期权是金融市场上受欢迎的期权之一,具有在到期日之前的任何

时刻均可执行的特点。其收益取决于标的股票价格的变动,属路径依赖期权。要得到其精确解析定价公式

是非常困难的,甚至是不可能的。近年来,国内外学者在该领域的研究,一方面主要致力于美式期权定价的

数值解法研究,另一方面对Black-Scholes模型做深刻的研究,寻求更加精确的模型用以刻画随机波动率、利
率等参数。文献[3]在传统的Black-Scholes模型的基础上,给出了具有离散红利的美式期权的数值计算方

法。文献[4-6]分别给出了一些求解美式期权定价问题的有限差分方法和蒙特卡洛模拟方法,得到了期权

价格。文献[7]用GARCH模型做了标的股票的波动率预测,给出了一种模糊系统波动率预测方法。文献

[8—9]给出了一些参数依赖期权定价问题解法。文献[10—16]研究了求解美式期权的定价模型的移动边界

逼法、牛顿法及布谷鸟搜索算法等。同时许多学者当前的研究主要是基于随机波动率的期权定价问

题[17—21],为更加精确的求得期权价格打下基础。
本研究在文献[4,8,10,16—18]研究的基础上,考虑 Heston模型随机波动率之下的美式期权定价问

题,将期权价格满足的随机偏微分方程及其对应的边界条件和终止条件进行变量变化和离散化,并采用一种

基于均匀网格的高阶紧差分方法求解,得到了期权价格的数值解,同时对波动率和美式期权的最佳实施边界

做了数值模拟。

1 随机波动率下的期权定价

以K,S,q,r,T 和t分别表示期权的敲定价格、标的股票价格、红利率、无风险利息率、到期日和当前时

间,则τ=T-t表示当前时间距到期日的时间,K 和S 的单位均为$;T,t和τ的单位均为年。

Heston模型[8]下标的股票价格S 和波动率v满足如下的随机微分方程:

dS=(r-q)Sdt+ vSdZ1, (1)

dv=κ*(θ*-v)dt+σvdZ2, (2)
式中:κ*为均值回归率;θ*为长期平均值;σ为波动率扩散系数;Z1 和Z2 为标准维纳过程。在风险中性测

度E(dZ1dZ2)=ρdt下,令Z1=ρW1+ 1-ρ2W2,Z2=W1,其中W1 和W2 为风险中性测度下相互独立的

维纳过程。则式(1)和式(2)变为

dS=(r-q)Sdt+ vS(ρdW1+ 1-ρ2dW2), (3)

dv=κ*(θ* -v)dt+σvdW1, (4)

令κ=κ*+λ0,θ=
κ*θ*

κ*+λ0
,其中λ0 为常数。由式(3)和式(4)根据无套利定价原则和风险中性定价方法[8],

可推导出期权价格P 满足随机偏微分方程:

vS2

2PSS +ρσvSPSv +
vσ2

2Pvv +(r-q)SPS +κ(θ-v)Pv -rP-Pτ =0, (5)

而且对于看跌期权,满足如下的初始条件和边界条件:

P(x,v,0)=Ke-rτ,lim
S→+∞

P=0。

2 美式期权的最佳实施边界

美式期权的持有人有权在敲定期日之前的任意时刻执行期权,是否提前执行取决于当前的股票价格是

否低于最佳实施边界b(τ,v)。最佳实施边界将资产价格空间分为终止区域S 和继续持有区域C。在区域

C 中有:max{K-S,0}-P<0,在区域S 中有:max{K-S,0}-P=0。
可以根据文献[10]中给出的最佳实施边界的解析表达式来确定最佳实施边界的位置,b(τ)=Ke-ατ+
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b∞(1-e-ατ),其中参数α>0,b∞为美式永久看跌期的执行边界,b∞=Kγ/(1+γ),γ=2r/v2。
美式期权具有终止条件,P(S,v,0)=(K-S)+,0<S<∞。
考虑到期权是否提前执行,则有以下2种情形:

Ⅰ)期权不提前执行,有边界条件:

P(0,v,τ)=K, P(h,v,τ)=0, lim
v→+∞

Pv(S,v,τ)=0,

此时的美式期权类似于欧式期权,仅在到期日当天进行交易,或根据到期日当天的标的资产价格计算收

益,以判断是否放弃执行期权,如此以来将在很大程度上回避风险。

Ⅱ)期权提前执行,有边界条件:

P(b(v,τ),v,τ)=K-b(v,τ), lim
S→+∞

P(S,v,τ)=0, lim
S→b+

PS=-1,

对∀b(v,τ)<S<∞有P(S,v,τ)=K-S。

3 高阶紧差分格式

对方程(5)作如下变换:

x=ln
S
K

æ

è
ç

ö

ø
÷ , u=

P
Ke

rτ, y=
v
σ
, (6)

则方程(5)变为

-
1
2σy

∂2u
∂x2+

∂2u
∂y2

æ

è
ç

ö

ø
÷-ρσy

∂2u
∂x∂y+

1
2σy-(r-q)

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂u
∂x-κθ-σy

σ
∂u
∂y=f(x,y), (7)

而且对x∈R,v>0,τ>0满足如下初始条件和边界条件:

u(x,y,0)=max{1-ex,0}, lim
x→-∞

u=1, lim
x→+∞

u=0, lim
y→+∞

uy=lim
y→0

uy=0。

对上述问题离散化,对于时间的离散化,{Δτ,2(Δτ),…,N(Δτ)},对于空间的离散化,用[-R1,R1]和
[0,R2]分别代替R 和R+,R1,R2>0。为方便起见,考虑均匀网格:

{xi∈[-R1,R1]|xi=ih1}, i=-n,…,n,
{yj∈[0,R2]|yj=jh2}, j=0,…,m,

形成了(2n+1)×(m+1)个网格点,R1=nh1,R2=mh2,空间步长为R1 和R2,时间步长为Δτ。则关于方

程(7)的标准中心差分近似为

1
2σyjui,j(δ2x +δ2y)+ρσyiδxδyui,j -

1
2σyj -(r-q)

æ

è
ç

ö

ø
÷δxui,j +

θ-σyj

σ κδyui,j +εi,j =-fi,j, (8)

式中:δx,δy 和δ2x,δ2y 分别表示对x 和y 的一阶、二阶差分近似,相应的截断误差为

εi,j =
1
24σyh

2 ∂4u
∂x4+

∂4u
∂y4

æ

è
ç

ö

ø
÷-
1
6ρσyh

2 ∂4u
∂x∂y3+

∂4u
∂x3∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
12
(2(r-q)-σy)h2∂3u

∂x3+
1
6κ

θ-σy
σ h2∂3u

∂y3+O(h4), (9)

方程(7)两边分别求x 和y 的混合偏导数,可得:

uxyyy +uxxxy =
σy+2(r-q)

2σy2 uxx +κθ-σy
σ2y2uxy -

4(κθ-σy)+σ2

2σ2y
uxyy -

ρσ+2(r-q)-vy
σy

uxxy -2ρuxxyy -
1
2y

uxxx +
1

σy2fx -
2
σyfxy, (10)

方程(7)两边分别求x 和y 的二阶导数,再将两式相加得:

uxxxx +uyyyy =-2ρuxyyy -2ρuxxxy +
2(κσy-σ2-κθ)

σ2y
uxxy -

(2ρ-σy)
σy

uxxx +

2(κσy-σ2-κθ)
σ2y

uyyy -
(4ρy-vy+2(r-q))

σy
uxxy +

4κ
σy

uyy +
2
y
uxy -

2
σy
(fxx +fyy)。 (11)

由式(6)—式(11)可得:

∑
8

l=0

(alul -blfl)=0, (12)
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这里的ul,l=0,…,8,包括格点(i,j)与其相邻的8个格点为

u6=ui-1,j+1 u2=ui,j+1 u5=ui+1,j+1

u3=ui-1,j u0=ui,j u1=ui+1,j

u7=ui-1,j-1 u4=ui,j-1 u8=ui+1,j-1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

式(12)中的系数al 和bl 可以由参数κ,σ,ρ,θ,r,q,h 计算得到:

a0=
4κ2+σ2

12 -
σ(2ρ2-5)
3h2

æ

è
ç

ö

ø
÷yj -

κσ2+2κ2θ+σ2(r-q)
3σ2 +

κ2θ2-σ4-σ3(r-q)ρ+σ2(r-q)2

3σ3yj

,

(13)

a1,3= -
σ
24+±σ∓2κρ

6h +
σ(ρ2-1)
3h2

æ

è
ç

ö

ø
÷yj∓

κh
24+

κ
12+

r-q
6 ∓

σ(r-q)-κθρ
3σh ∓

σ2-κθ
24σyj

h--2(r-q)σρ+κθ+2(r-q)2-σ2

12σyj
, (14)

a2,4= -
κ2

6+±2κ∓ρσ
6h +

σ(ρ2-1)
3h2

æ

è
ç

ö

ø
÷yj∓

κ2h
12+

κ(σ2+4κθ)
12 ∓

σ(r-q)ρ-κθ
3σh ∓

κ(σ2-κθ)
12σyj

h--(2κθ+σ2)(σ2-κθ)
12σ3yj

, (15)

a5,7= -
κ
24±

(2ρ+1)(2κ+σ)
24h +

σ(ρ+1)(2ρ+1)
12h2

æ

è
ç

ö

ø
÷yj +

κ(ρσ+2(r-q)+θ)
24σ ∓

(2ρ+1)(κθ+(r-q)σ)
12σh2 +

σ2(r-q)+σ3ρ-2κθ(r-q)
24σ2yj

, (16)

a6,8= -
κ
24±

(2ρ-1)(-2κ+σ)
24h -

σ(ρ-1)(2ρ-1)
12h2

æ

è
ç

ö

ø
÷yj +

κ(ρσ+2(r-q)+θ)
24σ ∓

(2ρ-1)((r-q)σ-κθ)
12σh -

σ2(r-q)+σ3ρ-2κθ(r-q)
24σ2yj

, (17)

b0=
2
3
, b1,3=

1
12∓

h
24±

1
12
((r-q)-σρ)h

σyj
, b5=b7=ρ

24
,

b6=b8=-ρ
24
, b2,4=

1
12∓

κh
12∓

1
12
(σ2-κθ)h

σ2yj

。 (18)

  将边界条件做如下处理,令uN
-n,j=1,uN

n,j=0,j=0,…,m。边界条件x=-R1 对应S=0,对于这个边

界条件必须将期权价格从T 贴现到适当的时间。考虑到τ=T-t和u=erτ
P
K
,得到Dirichlet边界条件:

u(-R1,y,τ)=u(-R1,y,0), τ∈[0,T],y∈[0,R2]。
边界条件x=R1,对应S=Smax,其中Smax满足人工边界 Pv(Smax,v,t)=0,PSv(Smax,v,t)=0,

PSS(Smax,v,t)=0且Pvv(Smax,v,t)=0。将这些边界条件带入式(5)得到:Pt-rP=0。边界条件y=R2,

x∉{-R1,R1},对应v=vmin,S∉{Smin,Smax}。由式(12)-式(18)对点u-1,j,j=0,…,m,用外推公式:

u-1,j=4u0,j-6u1,j+4u2,j-u3,j+O(h4)ui,m, i=-n,…,n,

ui,m=4ui,m-1-6ui,m-2+4ui,m-3
dy
dx-ui,m-4+O(h4)。

以上给出了求解带有随机波动率的美式期权价格的一种数值方法———高阶紧差分(HOC)方法。在

Matlab软件中编写算法程序,实现算法。

4 数值试验

试验1 为了研究波动率 v关于敲定价格K 的变化规律,笔者设定参数κ=2,θ=0.04,r=0.01,q=0,

v0=0.04,S0=1,0.5≤τ≤3。考虑Heston模型下的美式看跌期权,在参数σ和ρ的取值不同时,模拟出波

动率曲线见图1。
图1a)中曲线呈“中间低”、“两边高”形态,这种波动率与敲定价格之间的关系在金融学中称之为波动

率微笑。由图1b)-c)对比可以看出:当ρ>0时,波动率随敲定价格K 增大呈上升趋势;当ρ<0时,执行
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图1 波动率曲线

Fig.1 Volatilitycurve

价格随敲定价格K 增大呈下降趋势。波动率在某时间段上高,而在另外某时间段上低,说明波动率存在聚

类行为。
35
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常数波动率

图2 随机波动率下的最佳实施边界

Fig.2 Optimalimplementationboundary
understochasticvolatility

试验2 设定参数κ=2,θ=0.01,r=0.03,

q=0.015,v0=0.2,K =20$,α=0.3,σ=0.2,

Δτ=0.01,ρ=1,模拟出了一条随机波动率下的最

佳实施边界,如图2所示。波动率为常数时,最佳

实施边界为一条平滑的曲线,而随机波动对应的最

佳实施边界呈现随机波动的趋势。实际上,在计算

期权价格时,需要在做大量的模拟的基础上确定最

佳实施边界,分析和研究其统计规律性。
试验3 由于标准欧式期权具有解析定价公

式,在此选用文献[9]中的算例,设定K=100,波动

率为常数 v=σ的欧式看跌期权,将AMB方法的

计算结果及Black-Scholes公式计算的精确解与本

研究中的HOC方法的计算结果做比较。如表1所示,HOC方法的精确度较高,可用于期权价格的求解。
试验4 求满足参数κ=2,θ=0.01,r=0.03,q=0.015,α=0.3,σ=0.2,T=3,ρ=0.5的随机波动率下的

美式看跌期权的价格。使用HOC方法计算出期权价格,见表2。

表1 计算结果的比较

Tab.1 Comparisonofcalculationresults

(S0,t,r,σ) AMB B-S HOC

80 0.5 0.04 0.2 20.0000 20.0000 20.0000
90 0.5 0.06 0.2 14.1720 14.1700 14.1709
100 0.5 0.05 0.3 8.9228 8.9181 8.9174
110 0.5 0.06 0.3 4.9224 4.9190 4.9250
120 0.5 0.04 0.2 0.9366 0.9380 0.9392

表2 具有随机波动率的美式期权的价格

Tab.2 PriceofAmericanoptionwithstochasticvolatility

P
K

30 35 40 45 50 55 60 65

15 15.6432 20.2835 25.0158 29.9649 34.9102 40.0306 44.9321 49.9868
20 14.2916 18.3280 22.6005 26.9208 31.5123 35.9967 40.6887 45.4880
25 12.0915 15.8778 19.8753 24.0292 28.2471 32.6461 37.0525 41.6699

S 30 10.1980 13.7625 17.5249 21.4375 25.4356 29.6019 33.8934 38.3300
35 9.0734 11.8962 15.4537 19.1464 23.0538 27.0336 31.0985 35.2101
40 8.1200 10.7659 13.5898 17.0968 20.8206 24.6126 28.5836 32.5508
45 7.2947 9.7780 12.4522 15.2943 18.7900 22.5144 26.2859 30.1359

645
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5 结 语

本研究考虑Heston模型随机波动率之下的美式期权定价问题,采用高阶紧差分方法求解期权价格满

足的随机偏微分方程,并对其进行数值试验,验证了算法的有效性,最后得到了期权的数值解。然而,随机波

动率之下的期权定价问题不限于此,如随机波动率下的多标的资产期权定价、障碍期权定价等仍有待研究。
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