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从经典物理推导爱因斯坦质能方程
李继军

（长江大学物理科学与技术学院，湖北荆州　４３４０２３）

摘　要：为找到一条由经典物理学通往狭义相对论的道路，根据相对性原理，洛伦兹力公式在不同
惯性系中应具有相同的数学形式，从经典物理学推导出爱因斯坦质能方程。
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Ｅ－ｍａｉｌ：ｊｊｌｉ＠ｙａｎｇｔｚｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　１９０５年，爱因斯坦利用相对性原理和光速不变原理通过一个思想实验得到质能方程［１］，它已被实验所
证明。一些文章和教材在考虑到碰撞和狭义相对论假设的前提下，通常利用能量守恒定理推导质能方
程［２－７］。狭义相对论在质量和能量之间建立了一座桥梁，却在相对论物理学和经典物理学之间制造了一条单
向车道，相对论物理学在近似条件下可以得到经典物理学中的定理，经典物理学却没有道路通往相对论物理
学。笔者采用与通用教材不同的方法，在相对性原理之下，通过经典物理学中的规律给出２种推导质能方程
的方法。

１　推导过程

假设有２个惯性系Ｓ，Ｓ′的ｘ和ｘ′轴重合，ｙ和ｙ′轴互相平行，ｚ和ｚ′轴互相平行，且Ｓ′系沿ｘ－ｘ′轴相对
于Ｓ系以速度ｕ做匀速直线运动。
首先，寻找２个坐标系之间的速度变换关系。为简单起见，考虑１个带电粒子以速度珗ｖ在Ｓ系中运动，

所受到的洛伦兹力为

珝Ｆ＝ｑ（珝Ｅ＋珗ｖ×珝Ｂ）， （１）
在笛卡尔坐标系中用分量形式表示为

Ｆｘ＝ｑ（Ｅｘ＋ｖｙＢｚ－ｖｚＢｙ）， （２ａ）

Ｆｙ＝ｑ（Ｅｙ＋ｖｚＢｘ－ｖｘＢｚ）， （２ｂ）



Ｆｚ＝ｑ（Ｅｚ＋ｖｘＢｙ－ｖｙＢｘ）。 （２ｃ）
根据相对性原理，在Ｓ′系中，该粒子所受到的洛伦兹力的数学形式是不变的。

Ｆ′ｘ＝ｑ（Ｅ′ｘ＋ｖ′ｙＢ′ｚ－ｖ′ｚＢ′ｙ）， （３ａ）

Ｆ′ｙ＝ｑ（Ｅ′ｙ＋ｖ′ｚＢ′ｘ－ｖ′ｘＢ′ｚ）， （３ｂ）

Ｆ′ｚ＝ｑ（Ｅ′ｚ＋ｖ′ｘＢ′ｙ－ｖ′ｙＢ′ｘ）。 （３ｃ）

为了寻找２个坐标系中的速度变换关系，可以将式（１）两边同时点乘速度珗ｖ，得
珝Ｆ·珗ｖ＝ｑ珝Ｅ·珗ｖ， （４）

将式（４）乘以－ｕｃ２
并与式（２ａ）相加，得到：

Ｆｘ １－
ｕｖｘ
ｃ（ ）２ －ｕｃ２Ｆｙｖｙ－

ｕ
ｃ２
Ｆｚｖｚ ＝ｑ　Ｅｘ １－

ｕｖｘ
ｃ（ ）２ ＋ｖｙ Ｂｚ－

ｕ
ｃ２
Ｅ（ ）ｙ －ｖｚ Ｂｙ＋ｕｃ２Ｅ（ ）［ ］ｚ ，

将此式除以 １－ｕｖｘｃ（ ）２ ，并将右边的后２项分子、分母同时乘以γ得到：

Ｆｘ－

ｕ
ｃ２Ｆｙｖｙ

１－ｕｖｘｃ（ ）２

－

ｕ
ｃ２Ｆｚｖｚ

１－ｕｖｘｃ（ ）２

＝ｑ　Ｅｘ＋
ｖｙγ Ｂｚ－

ｕ
ｃ２Ｅ（ ）ｙ

γ １－
ｕｖｘ
ｃ（ ）２

－
ｖｚγ Ｂｙ＋

ｕ
ｃ２Ｅ（ ）ｚ

γ １－
ｕｖｘ
ｃ（ ）

熿

燀

燄

燅
２

，

将此式与式（３ａ）相比较，为了保证洛伦兹力的形式在Ｓ′系中也是正确的，则有

Ｆ′ｘ＝Ｆｘ－ｕｃ２Ｆｙｖｙ
／１－ｕｖｘｃ（ ）２ －ｕｃ２Ｆｚｖｚ

／１－ｕｖｘｃ（ ）２ ， （５）

ｖ′ｙ＝ｖｙ／γ１－
ｕｖｘ
ｃ（ ）［ ］２ ， （６ａ）

ｖ′ｚ＝ｖｚ／γ１－
ｕｖｘ
ｃ（ ）［ ］２ 。 （６ｂ）

Ｅ′ｘ＝Ｅｘ， （７ａ）

Ｂ′ｙ＝γ Ｂｙ＋
ｕ
ｃ２Ｅ（ ）ｚ ， （７ｂ）

Ｂ′ｚ＝γ Ｂｚ－ｕｃ２Ｅ（ ）ｙ 。 （７ｃ）

根据相对性原理，只要将ｕ换成－ｕ即可得到从Ｓ′到Ｓ的速度变换公式：

ｖｙ＝ｖ′ｙ／γ１＋
ｕｖ′ｘ
ｃ（ ）［ ］２ ， （８ａ）

ｖｚ＝ｖ′ｚ／γ１＋
ｕｖ′ｘ
ｃ（ ）［ ］２ 。 （８ｂ）

为确定γ，将式（６ａ）代入式（８ａ）得到：ｖｙ＝
ｖ′ｙ

γ２　１＋
ｕｖ′ｘ
ｃ（ ）２ １－ｕｖｘｃ（ ）２

，显然，此式成立的条件是：γ２　１＋
ｕｖ′ｘ
ｃ（ ）２ ×

１－ｕｖｘｃ（ ）２ ＝１。考虑一个简单情况，假设带电粒子在Ｓ′系中是静止的，即：ｖ′ｘ＝０，也即是说ｖｘ＝ｕ，此时：

γ２　１－ｕ
２

ｃ（ ）２ ＝１，从而有γ＝１／ １－ｕ
２

ｃ槡 ２。

采用寻找ｖｙ 与ｖ′ｙ 关系的方法，可以确定ｖ′ｘ 与ｖｘ 的变换关系：

ｖ′ｘ＝（ｖｘ－ｕ）／（１－
ｕｖｘ
ｃ２
）。 （６ｃ）

利用式（６ａ）－式（６ｃ），可以构建一组相对论等式：

１

１－ｖ
′２

ｃ槡 ２

＝
１－ｕｖｘｃ２

１－ｕ
２

ｃ槡 ２ １－ｖ
２

ｃ槡 ２

， （９ａ）
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ｖ′ｘ

１－ｖ
′２

ｃ槡 ２

＝ ｖｘ－ｕ

１－ｕ
２

ｃ槡 ２ １－ｖ
２

ｃ槡 ２

， （９ｂ）

ｖ′ｙ

１－ｖ
′２

ｃ槡 ２

＝ ｖｙ

１－ｖ
２

ｃ槡 ２

， （９ｃ）

ｖ′ｚ

１－ｖ
′２

ｃ槡 ２

＝ ｖｚ

１－ｖ
２

ｃ槡 ２

。 （９ｄ）

　　下面将利用经典物理学中动量的定义珝ｐ＝ｍ珗ｖ，结合速度变换式（６ａ）－式（６ｃ），可以给出与质量、动量、能

量相关的相对论变换。

在Ｓ系中，粒子ｑ具有的动量在笛卡尔坐标系中的分量形式为

ｐｘ＝ｍｖｘ， （１０ａ）

ｐｙ＝ｍｖｙ， （１０ｂ）

ｐｚ＝ｍｖｚ， （１０ｃ）

根据相对性原理，在Ｓ′系中，粒子ｑ具有的动量在笛卡尔坐标系中的分量形式为

ｐ′ｘ＝ｍ′ｖ′ｘ， （１１ａ）

ｐ′ｙ＝ｍ′ｖ′ｙ， （１１ｂ）

ｐ′ｚ＝ｍ′ｖ′ｚ。 （１１ｃ）

结合式（６ｃ）、式（１０ａ）－式（１０ｃ）和式（１１ａ）－式（１１ｃ），得到：ｐ
′
ｘ

ｍ′＝
ｐｘ－ｕｍ

ｍ　１－
ｕｖｘ
ｃ（ ）２

，该等式可以表示为

ｐ′ｘ＝ｋ（ｐｘ－ｕｍ）， （１２ａ）

ｍ′＝ｍｋ（１－ｕｖｘｃ２
）， （１２ｂ）

式中ｋ是一个未知的比例常数。

同理也有关系式：

ｐｘ
ｍ＝

ｐ′ｘ－ｕｍ′

ｍ′ １－ｕｖ
′
ｘ

ｃ（ ）２

。

ｐｘ＝ｋ（ｐ′ｘ－ｕｍ′）， （１３ａ）

ｍ＝ｍ′ｋ　１＋
ｕｖ′ｘ
ｃ（ ）２ 。 （１３ｂ）

将式（１２ｂ）与式（１３ｂ）相乘得到：ｋ２　１＋ｕｖ
′
ｘ

ｃ（ ）２ １－ｕｖｘｃ（ ）２ ＝１。将式（６ｃ）代入得到：ｋ２　１－ｕ
２

ｃ（ ）２ ＝１，即ｋ＝
１

１－ｕ
２

ｃ槡 ２

，显然，系数ｋ就是常数γ。

为简单起见，设带电粒子在Ｓ系中静止，即ｖｘ＝０，ｖ′ｘ＝－ｕ将其代入式（１２ｂ），得

ｍ′＝γｍ０。 （１４ａ）

　　这个结果说明在Ｓ系中的观察者测量到的静止质量为ｍ０，在Ｓ′系中的观察者测量的质量为ｍ′。

假如带电粒子在Ｓ′系中是静止的，则ｖ′ｘ＝０，ｖｘ＝ｕ，同样可以得到

ｍ＝γｍ０， （１４ｂ）

也就是说Ｓ′系中的观察者测量到的静止质量为ｍ０，在Ｓ系中的观察者测量的质量为ｍ。结合式（１０ｂ）、式

（１１ｂ）和式（６ａ），可以得到ｙ轴方向的动量变换式：
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ｐ′ｙ＝ｍ′ｖ′ｙ＝ｍｖｙ＝ｐｙ， （１３ｃ）

同理可得ｚ轴方向的变换式：

ｐ′ｚ＝ｍ′ｖ′ｚ＝ｍｖｚ＝ｐｚ。 （１３ｄ）

将ｋ＝γ＝１／ １－ｕ
２

ｃ槡 ２代入式（１２ａ）与式（１２ｂ）可以得到变换式：

ｍ′＝γｍ １－
ｕｖｘ
ｃ（ ）２ ， （１５ａ）

ｐ′ｘ＝γ（ｐｘ－ｕｍ）， （１５ｂ）

ｐ′ｙ＝ｐｙ， （１５ｃ）

ｐ′ｚ＝ｐｚ。 （１５ｄ）

为获得动量和能量的相对论关系，从γ２　１－ｕ
２

ｃ（ ）２ ＝１出发，将此式两边同时乘以ｍ２０ｃ４ 得到
ｃ４γ２　ｍ２０－ｃ２γ２　ｍ２０ｕ２＝ｍ２０ｃ４， （１６）

当粒子在Ｓ′中静止时，ｕ＝ｖ，γ２　ｍ２０ｕ２＝ｍ２ｖ２ 代表Ｓ系中粒子动量ｐ的平方。

式（１６）左边第１项的平方根即是能量：

Ｅ＝γｍ０ｃ２＝ｍｃ２，

此式即相对论能量，这说明改变质量就会改变能量，反之亦然。至此，式（１６）可以写为

Ｅ２＝ｃ２　ｐ２＝ｍ２０ｃ４， （１７）

此式即是相对论中动量和能量的关系。

将式（１５ａ）和式（１５ｂ）两边同时乘以ｃ２ 即可得到包含动量和能量的转换关系。

Ｅ′＝γ（Ｅ－ｕｐｘ）， （１８ａ）

ｐ′ｘ＝γ（ｐｘ－ｕｃ２Ｅ
）。 （１８ｂ）

动能Ｔ是相对论总能量和静止能量之差：

Ｔ＝ｍｃ２－ｍ０ｃ２＝ｍ０ｃ２（１／ １－ｖ２／ｃ槡 ２－１）。

２　结　论

没有使用洛伦兹变换推导质能方程，而是通过相对性原理，利用经典物理学中的洛伦兹力公式在不同惯

性系中数学形式的不变性推导出爱因斯坦质能方程。因此，不通过思想实验和狭义相对论假设也可以获得

爱因斯坦方程。
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