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变截面框剪结构二阶效应分析的精细积分法
张　华，位翠霞，黄　鹂

（河北科技大学建筑工程学院，河北石家庄　０５００１８）

摘　要：采用分段连续化方法，建立了变截面框架－剪力墙结构二阶效应分析的连续化计算模型。
引入状态变量的概念，导出了对每段结构考虑二阶效应时的状态空间方程，用状态空间理论的方法
求出了状态向量表达式，并结合结构的边界条件用精细积分法求出了初始状态向量，最终得到变截
面框剪结构考虑二阶效应时各部分的变形和内力。文末给出了数值算例，并与其他算法的结果进
行了比较。
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　　随着建筑物不断向高处发展，结构的侧向刚度相对减小，结构自重越来越大，所以高层建筑中竖向荷载
与水平荷载相互影响的二阶效应分析变得非常重要［１］。框架－剪力墙结构作为传统的结构体系之一，其计算
理论发展得比较成熟［２－３］，但对于变截面框剪结构的简化计算尚有待于进一步完善。笔者拟沿用传统假设，
采用分段连续化模型［２］，把结构看成变截面剪弯梁，总剪力墙采用弯曲梁模型，总框架采用剪切梁模型［４］，总
框架和总剪力墙之间由连梁连接，且将连梁看成是沿高度分布的连续栅片［５－６］。对上述模型建立二阶分析的
状态空间表达式并进行求解，以期得到一种简单实用的计算方法。

１　二阶分析的状态空间表达式

高层框剪结构的梁柱截面尺寸或材料强度等级往往沿竖向分阶段变化，形成多阶变截面结构。为了简



图１　结构计算简图
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

化计算，并充分考虑多阶变截面的影响，将结构沿竖向分阶段

连续化，每一阶段内结构为等截面，并假定仅在楼层标高处作

用竖向荷载，将结构分成ｎ段，如图１所示。

设结构的总高度为Ｈ，第ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）段结构总剪力墙

的抗弯刚度Ｄｗｉ＝ＥｗｉＩｗｉ，弯矩为Ｍｗ，剪力为Ｑｗ，总框架的剪切

刚度为Ｃｆｉ，剪力为Ｑｆ，总连梁的等效剪切刚度为Ｃｌｉ，它们的定

义及求法见文献［５］，总剪力墙及总框架的轴向压力分别为

Ｎｗｉ，Ｎｆｉ。将结构沿连梁的反弯点切开后，取第ｉ层结构中一

微段ｄｚ进行分析，剪力墙和框架的受力分析见图２。其中ｔ（ｚ）

为连梁上的分布剪力（为了不使图形紊乱，将其画在微段旁

边），ｍ（ｚ）为分布剪力对剪力墙产生的分布约束弯矩。

对微段剪力墙（图２ａ））建立力矩平衡方程并略去二阶微量

为

Ｍ ＝Ｎｗｉｄｙ＋Ｑｗｄｚ－ｍ（ｚ）ｄｚ＋ｄ　Ｍｗ ＝０。 （１）

根据文献［５］，有

ｍ（ｚ）＝Ｃｌｉｄｙｄｚ
。 （２）

图２　 微段结构受力分析
Ｆｉｇ．２　Ｆｏｒｃｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｍｉｃｒｏ－ｓｅｇｍｅｎｔ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

再对微段框架（图２ｂ））分析，据框架剪切刚度的定义，考虑二阶效应时：

Ｑｆ ＝Ｃｆｉｄｙｄｚ－Ｎｆｉ
ｄｙ
ｄｚ
。 （３）

又有：

Ｎｉ＝Ｎｗｉ＋Ｎｆｉ，　Ｑ＝Ｑｆ＋Ｑｗ。 （４）
由式（１）— 式（４）联立可得：

ｄ　Ｍｗ

ｄｚ ＝－Ｑ＋（Ｃｆｉ＋Ｃｌｉ－Ｎｉ）ｄｙｄｚ
。 （５）

再结合微段结构的整体分析可知：
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Ｍｗ，

ｄ　Ｍｗ

ｄｚ ＝－Ｑ＋（Ｃｆｉ＋Ｃｌｉ－Ｎｉ）ｄｙｄｘ
，

ｄＱ
ｄｚ＝－ｑ

（ｚ

烅

烄

烆
）。

（６）

将式（６）中各变量均无量纲化，即令ξ＝
ｚ
Ｈ
；α２ｉ ＝Ｈ

２（Ｃｆｉ＋Ｃｌｉ－Ｎｉ）
Ｄｗｌ

，其中Ｄｗ１为第１段结构中剪力墙

的抗弯刚度；再令｛Ｘ｝＝ ｙ
Ｈ　θ　

Ｈ
Ｄｗ１
Ｍｗ　 Ｈ

２

Ｄｗ１［ ］Ｑ
Ｔ
，式（６）可写成矩阵形式：

ｄ｛Ｘ｝
ｄξ

＝

０　１　０　 ０
０　０　１　 ０
０ α２ｉ ０ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

｛Ｘ｝－Ｈ
３

Ｄｗｌ

０
０
０

ｑ（ξ

熿

燀

燄

燅）

。 （７）

将式（７）简写为

ｄ｛Ｘ｝
ｄξ

＝ ［Ａｉ］｛Ｘ｝＋［Ｂ（ξ）］。 （８）

式（８）即为变截面框剪结构二阶分析时第ｉ段结构的状态空间表达式。其中｛Ｘ｝为二阶分析时的状态向

量，［Ａｉ］＝

０　１　０　 ０
０　０　１　 ０
０ α２ｉ ０ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

为系统矩阵，［Ｂ（ξ）］＝－
Ｈ３
Ｄｗ１

０
０
０

ｑ（ξ

熿

燀

燄

燅）

为输入向量。

２　 状态转移矩阵及其计算

式（８）解的形式可记为

｛Ｘ（ξ）｝＝ｅ
［Ａｉ］（ξ－ξｉ－１）｛Ｘｉ－１｝＋∫ｅ［Ａｉ］（ξ－τ）Ｂ（τ）ｄτ。 （９）

式中｛Ｘｉ－１｝为第ｉ段结构底部的总位移、转角、剪力墙的弯矩和结构的总剪力经无量纲化后形成的状态
向量。

令｛珡Ｘ｝＝ ｛｛Ｘ｝Ｔ　１｝Ｔ，［Ｎｉ（ξ－ξｉ－１）］＝ｅ
［Ａｉ］（ξ－ξｉ－１），设

［珡Ｎｉ（ξ－ξｉ－１）］＝
［Ｎｉ（ξ－ξｉ－１）］∫

ξ

ξｉ－１
ｅ［Ａｉ］（ξ－τ）Ｂ（τ）ｄτ熿

燀

燄

燅０　 １
，则式（９）可用矩阵形式表示为

｛珡Ｘ（ξ）｝＝ ［珡Ｎｉ（ξ－ξｉ－１）］｛珡Ｘｉ－１｝，ξｉ－１ ≤ξ≤ξｉ。 （１０）

式（１０）中的［珡Ｎｉ（ξ－ξｉ－１）］即为变截面框剪结构二阶效应分析的状态转移矩阵。

在状态转移矩阵的计算过程中，重点要解决的 是 指 数 矩 阵 ｅ［Ａｉ］（ξ－ξｉ－１） 及 指 数 矩 阵 的 积 分

∫
ξ

ξｉ－１
ｅ［Ａｉ］（ξ－τ）Ｂ（τ）ｄτ的计算问题。笔者对ｅ［Ａｉ］（ξ－ξｉ－１）的计算采用幂级数展开的形式，即

ｅ［Ａｉ］（ξ－ξｉ－１）＝Ｅ＋［Ａｉ］（ξ－ξｉ－１）＋
（［Ａｉ］（ξ－ξｉ－１））

２

２！ ＋…， （１１）

在计算过程中，采用一定的技巧，使计算简化且求得的结果能满足精度要求。

对∫
ξ

ξｉ－１
ｅ［Ａｉ］（ξ－τ）Ｂ（τ）ｄτ的计算也采用数值方法，将每段结构上作用的分布荷载简化为作用于该段顶端的

集中荷载，再结合奇异函数（δ函数）的性质，即可得到该数值积分的近似解，只要结构计算时的分段合理，该
数值计算的结果是能够满足精度要求的。
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３　 结构的位移与内力计算

对式（１０），令［珡Ｎｉ］＝ ［珡Ｎｉ（ξｉ－ξｉ－１）］，可得
｛Ｘｉ｝＝ ［珡Ｎｉ］｛Ｘｉ－１｝， （１２）

则矩阵［珡Ｎｉ］就是变截面框剪结构二阶分析时第ｉ段结构的状态转移矩阵，再利用递推式（１２）可得
｛Ｘ（１）｝＝ ［珡Ｎｎ］［珡Ｎｎ－１］…［珡Ｎ１］｛Ｘ（０）｝， （１３）

记［珡Ｎ］＝ ［珡Ｎｎ］［珡Ｎｎ－１］…［珡Ｎ１］＝ ［珔ｎｉｊ］５×５，五阶方阵［珡Ｎ］即为结构的整体状态转移矩阵。即
｛Ｘ（１）｝＝ ［珡Ｎ］｛Ｘ（０）｝。 （１４）

结构的边界条件为

Ｍｗ（１）＝０，Ｑ（１）＝０；

ｙ（０）＝０，θ（０）＝０｛ 。
（１５）

由式（１４）及边界条件式（１５）联立，可以建立一个二元一次方程组，求解这组方程即可确定出结构的初
始向量｛珡Ｘ（０）｝，进而可以求出结构任一高度处的内力和变形。

４　算　例

某２０层框剪结构，层高ｈ＝４．２ｍ，总高度 Ｈ＝８４ｍ，建筑物总重力Ｇ＝３０５　７６０ｋＮ，经计算Ｄｗ＝
７．００×１０９　ｋＮ·ｍ２，Ｃｆ＝３．５９×１０６　ｋＮ，Ｃｌ＝１．６８×１０６　ｋＮ。建筑物承受倒三角形分布水平荷载作用，顶部
的荷载集度ｑ＝２５０ｋＮ／ｍ。按本文计算方法计算的部分楼层的水平位移和内力见表１，并与文献［６］的计算
结果加以比较。

表１　结构的水平位移及内力
Ｔａｂ．１　Ｌａｔｅｒａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ　ａｎｄ　ｉｎｔｅｒｎａｌ　ｆｏｒｃｅｓ

标高／ｍ
结构侧移／ｍｍ

文献［６］结果 本文计算结果

总剪力墙弯矩×１０－３／

（ｋＮ·ｍ）

总剪力墙剪力×１０－３／

ｋＮ

总框架剪力×１０－３／

ｋＮ

８４．０　 ５６．０　 ５６．７　 ０ －３．６４８　 ２．６３８

７９．８　 ４９．９　 ５０．５　 ２２．３ －１．７２８　 ２．６９２

６７．２　 ４３．７　 ４４．１　 ２９．９ －０．１０５　 ２．８１０

５８．８　 ３７．１　 ３７．３　 ２４．７　 １．３０１　 ２．９３２

５０．４　 ３０．３　 ３０．４　 ８．４　 ２．５６２　 ３．００７

４２．０　 ２３．３　 ２３．４ －１８．１　 ３．７４１　 ２．９８９

３３．６　 １６．６　 １６．６ －５４．４　 ４．８９８　 ２．８３７

２５．２　 １０．３　 １０．３ －１００．５　 ６．０８９　 ２．５０７

１６．８　 ５．０　 ５．０ －１５７．０　 ７．３７５　 １．９５６

０　 ０　 ０ －３０６．８　 １０．５　 ０

从表１中可以看出，２种计算方法求出的结果非常接近。文献［６］是先建立二阶分析的微分方程，然后
用差分法来求解，笔者是先写出状态空间表达式的矩阵形式解，然后只需在 ＭＡＴＬＡＢ中简单编程即可求出
结构在任一位置处的变形和内力。由此可见，笔者提出的变截面框剪结构的二阶效应分析方法思路简捷，计
算方便，精度较高，是一种合理实用的简化计算方法。
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