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不可压完全Ｅｒｉｃｋｓｅｎ－Ｌｅｓｌｉｅ系统的局部适定性
朱晓霞

（河北科技大学理学院，河北石家庄　０５００１８）

摘　要：考察描述向列型液晶的完全Ｅｒｉｃｋｓｅｎ－Ｌｅｓｌｉｅ系统的适定性，利用Ｔｙｃｈｏｎｏｆｆ不动点定理给
出了初值在一定正则条件下的不可压液晶方程组局部强解的存在性和唯一性。
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　　液晶研究始于１８８８年，奥地利科学家莱尼茨尔合成了一种奇怪的有机化合物，它有２个熔点。把它的
固态晶体加热到１４５℃时，便熔成液体，只不过是浑浊的，而一切纯净物质熔化时却是透明的。如果继续加
热到１７５℃时，它似乎再次熔化，变成清澈透明的液体。后来，德国物理学家列曼把处于“中间地带”的浑浊
液体叫作液晶。液晶的定义，现在已放宽而囊括了在某一温度范围可以是现液晶相，在较低温度为正常结晶
的物质，液晶既像晶体一样具有特殊光学性质，对电磁场敏感，又具有液体的流动性，其内部分子指向具有一
定的规律，极有实用价值。自从液晶理论发展起来以后，大量关于液晶特性的理论和实验性的结果涌现出
来，但是大部分都是关于液晶材料在电磁场作用下的效应，Ｅｒｉｃｋｓｅｎ－Ｌｅｓｌｉｅ理论非常好地预言了一些性质。

Ｅｒｉｃｋｓｅｎ－Ｌｅｓｌｉｅ系统耦合了Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方程和Ｇｉｎｚｂｕｒｇ－Ｌａｎｄａｕ方程，用来描述向列型液晶的速度场和
分子方向场。笔者在有界光滑区域ΩＲ３ 中考虑具有变分结构的液晶系统［１－３］。
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积，即（ａｂ）ｉｊ＝ａｉｂｊ，ａ∈Ｒ３，ｂ∈Ｒ３。

ｆ（ｄ）＝１ε２
（｜ｄ｜２－１）ｄ是Ｇｉｎｚｂｕｒｇ－Ｌａｎｄａｕ函数，Ｆ（ｄ）＝ １４ε２

（｜ｄ｜２－１）２ 是ｆ（ｄ）的原函数，即ｆ（ｄ）＝

Δ

ｄＦ（ｄ）。

Ｅｒｉｃｋｓｅｎ－Ｌｅｓｌｉｅ系统描述了液晶速度场和液晶分子方向场的宏观连续发展。特别的，ｕ系统中存在依
赖ｄ的外力项；ｄ－系统的左端表示流的运动输运项，右端表示由弹性能量引起的内部松驰项。很多情形下，
速度场干扰分子的指向，反过来，分子指向的改变将诱导速度场。
为了求得方程组（０，１）的定解，未知函数ｕ，ｄ还应满足边界条件和初始条件

ｕ（ｔ，ｘ）＝０，ｄ（ｔ，ｘ）＝ｄ０（ｘ），｜ｄ０（ｘ）｜＝１，（ｔ，ｘ）∈（０，∞）×Ω， （４）

ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ），ｄ（ｔ，ｘ）＝ｄ０（ｘ），ｘ∈Ω。 （５）
在上述初边值条件下，形式上推导系统满足的能量方程：将式（１）两边点乘ｕ，再在Ω上积分；式（３）两边

点乘Δｄ－ｆ（ｄ），再在Ω上积分，最后将两式相加得
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易见ｄ的正则性条件比ｕ的高，这就要求对ｄ进行更高的正则性估计，以使高阶项有意义。
与文献［４］相比，式（３）中多了输运项ｄ·

Δ

ｕ，与之对应方程（１）中多出应力项（

Δ

ｄ－ｆ）ｄ，ｄ·

Δ

ｕ表示
水平运输，包含液晶分子方向场的旋转和拉伸，它的出现破坏了ｄ－ 方程关于ｄ可以应用最值原理（｜ｄ（ｔ，ｘ）

｜≤１）的结构。
令

Ｘ＝ ｛ｕ∈Ｌ２（Ω）３｜

Δ

·ｕ＝０并且ｕ·ｎ｜Ω＝０｝。

　　我们知道，对Ｒ３中的Ｃ１有界区域，向量ｆ∈Ｌ２（Ω）３具有Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ分解［５］：存在唯一的（ｆ０，ｇ），使得

ｆ＝ｆ０＋

Δ

ｇ，ｆ０ ∈Ｘ，ｇ∈Ｌ２ｌｏｃ（Ω），

Δ

ｇ∈Ｌ２（Ω）３且∫Ω
ｇｄｘ＝０，从而记Ｐ：ｆ→ｆ０是从空间Ｌ２（Ω）３到空间

Ｘ２ 的投射映照，进一步定义Ｓｔｏｋｅｓ算子
Ａ＝－ＰΔ，　Ｄ（Ａ）＝Ｈ２（Ω）３ ∩Ｈ１０（Ω）３ ∩Ｘ。

引进相容性向量函数空间：

Ｖ ＝ ｛ｕ∈Ｈ２（Ω）３｜

Δ

·ｕ＝０，ｕ｜Ω ＝０｝。

１　 主要结论

关于不可压液晶系统式（１）— 式（３），有如下局部适定性结果。
定理 　 设ｕ０ ∈Ｖ，ｄ０ ∈Ｈ３（Ω）３。则存在Ｔ ＞０，式（１）— 式（３）存在唯一的强解（ｕ，ｄ），且满足条件

ｕ∈Ｌ２（０，Ｔ；Ｖ）∩Ｃ（［０，Ｔ］；Ｖ），ｄ∈Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ３（Ω）３）∩Ｃ（（０，Ｔ］；Ｈ３（Ω３））。另外，（（ｕ（ｔ，·），ｄ（ｔ，·）））×
Ｈ３（Ω）３ 连续依赖于初值。

２　 定理的证明

首先构造合适的函数空间来研究不可压液晶系统式（１）— 式（３）的适定性。
定义 　给定时间Ｔ，定义如下Ｈｉｌｂｅｒｔ空间：ＸＴ＝｛（ｕ，ｄ）∈Ｌ２（０，Ｔ；Ｖ）×Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ３（Ω）３）｜（ｕｔ，ｄｔ）∈Ｌ２（０，

Ｔ；Ｌ２（Ω）３）×Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）３）｝，
引入自然内积：

（（ｕ１，ｄ１），（ｕ２，ｄ２））＝∫
Ｔ

０
｛（ｕ１，ｕ２）Ｈ２＋（ｄ１，ｄ２）Ｈ３＋（ｕ１ｔ，ｕ２ｔ）Ｌ２＋（ｄ１ｔ，ｄ２ｔ）Ｈ１｝，

（ｕ１，ｄ１），（ｕ２，ｄ２）∈ＸＴ。
设ＣＴ 是ＸＴ 中满足以下２个条件的向量函数对（ｕ，ｄ）构成的集合：

１）（ｕ（０，·），ｄ（０，·））＝ （ｕ０，ｄ０）；

２）对任意ｔ∈ ［０，Ｔ］，满足
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Δｄ（ｓ，·）‖２Ｌ２ｄｓ≤ｃ５，‖Δｄ（ｔ，·）‖２Ｌ２ ≤ｃ６，

这里ｃｉ＞０（ｉ＝１，２，…，６），仅依赖 ‖ｕ０‖Ｈ１ 和 ‖ｄ０‖Ｈ２ 及液晶方程的系数。易知ＣＴ 是空间ＸＴ 的一个有

界非空闭凸集［６］。利用线性抛物方程正则性理论［７］，给定（ｕ，ｄ）∈ＣＴ，定义映射Ｆ：ＣＴ→ＸＴ，使得（珘ｕ，珟ｄ）是线
性方程组
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·珘ｕ＝０，
珟ｄｔ－γΔ珟ｄ＝－ｕ·
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ｄ＋ｄ·
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ｕ－ｆ（ｄ），
珘ｕ（ｔ，ｘ）＝０，珟ｄ（ｔ，ｘ）＝ｄ０（ｘ），｜ｄ０（ｘ）｜＝１，（ｔ，ｘ）∈ （０，Ｔ）×Ω，
珘ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ），珟ｄ（ｔ，ｘ）＝ｄ０（ｘ），ｘ∈

烅

烄

烆 Ω

（７）

的唯一解。
引理１　Ｆ是从ＣＴ 到ＸＴ 的弱连续映射。
证明 　 根据连续定义来证明。设序列（ｕｋ，ｄｋ）ｋ∈Ｎ ＣＴ 弱收敛于（ｕ，ｄ）。由紧性理论知，对Ｆ（ｕｋ，ｄｋ）ｋ∈Ｎ

的任意子列Ｆ（ｕσ（ｋ），ｄσ（ｋ））ｋ∈Ｎ 可以抽出子列Ｆ（ｕσ′（ｋ），ｄσ′（ｋ））ｋ∈Ｎ 在ＸＴ 中弱收敛于式（７）的对应于ＣＴ 中
（ｕ，ｄ）的解。从而，Ｆ（ｕｋ，ｄｋ）ｋ∈Ｎ 在ＸＴ 中弱收敛于Ｆ（ｕ，ｄ）。
引理２　 存在Ｔ＞０（依赖于 ‖ｕ０‖Ｈ２ 和 ‖ｄ０‖Ｈ３），使得Ｆ是ＣＴ 到其自身的一个映射。
证明 　 只需要验证（珘ｕ，珟ｄ）满足条件２中的６个不等式。这里只验证第４个不等式，其他不等式的验证参

见文献［３］与文献［６］。
将珟ｄｔ－γΔ珟ｄ＝－ｕ·
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ｕ－ｆ（ｄ）关于时间ｔ求导，方程两边乘以珟ｄｔ然后再在Ω 上积分得
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这里用到了ｆ′（ｄ）＝Ｏ（｜ｄ｜２）以及珟ｄｔ｜Ω ＝０，∫Ω
珟ｄｔ·Δ珟ｄｄｘ＝－∫Ω
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下面逐项估计Ｉｉ（ｉ＝１，２，…，５）。

Ｉ１ ≤Ｃ‖ｕｔ‖Ｌ２‖

Δ

ｄ‖Ｈ１‖珟ｄｔ‖１／２Ｌ２ ‖

Δ

珘ｄｔ‖１／２Ｌ２ ≤

Ｃ‖ｕｔ‖２Ｌ２＋Ｃ‖珟ｄｔ‖２Ｌ２＋γ５‖

Δ

珘ｄｔ‖２Ｌ２，

Ｉ２ ≤Ｃ‖

Δ

ｄｔ‖Ｌ２‖珟ｄｔ‖１／２Ｌ２ ‖

Δ

珘ｄｔ‖１／２Ｌ２ ≤

Ｃ‖

Δ

ｄｔ‖２Ｌ２＋Ｃ‖珟ｄｔ‖２Ｌ２＋γ５‖

Δ

珘ｄｔ‖２Ｌ２，

Ｉ３ ≤Ｃ‖ｄｔ‖Ｌ２‖Ａｕ‖Ｌ２‖珟ｄｔ‖１／２Ｌ２ ‖

Δ

珘ｄｔ‖１／２Ｌ２ ≤

Ｃ‖Ａｕ‖２Ｌ２＋Ｃ‖珟ｄｔ‖２Ｌ２＋γ５‖

Δ

珘ｄｔ‖２Ｌ２，
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Ｉ５ ≤Ｃ‖ｄ‖２Ｈ２＋‖珟ｄｔ‖２Ｌ２。
因为

ｄ
ｄｔ∫Ω

｜ｄ｜２ｄｘ≤∫Ω
｜ｄ｜２ｄｘ＋∫Ω

｜ｄｔ｜２ｄｘ≤∫Ω
｜ｄ｜２ｄｘ＋ｃ４，

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得

‖ｄ（ｔ，·）‖２Ｌ２ ≤ｅｔ（‖ｄ０‖２Ｌ２＋ｃ４ｔ），　０≤ｔ≤Ｔ，
如果Ｔ≤１，可以放宽上式右边项，不依赖Ｔ。又因为 ‖

Δ

ｄ（ｔ，·）‖２Ｌ２ ≤ｃ３，‖Δｄ（ｔ，·）‖２Ｌ２ ≤ｃ６，从而

‖ｄ‖Ｈ２ ≤Ｃ（与Ｔ有关）。
将以上估计带入式（８）中得

１
２
ｄ
ｄｔ∫Ω

｜珟ｄｔ｜２ｄｘ＋γ∫Ω
｜

Δ

珘ｄｔ｜２ｄｘ≤
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Ｃ‖珟ｄｔ‖２Ｌ２＋Ｃ（‖ｕｔ‖２Ｌ２＋‖Ａｕ‖２Ｌ２＋‖

Δ

ｄｔ‖２Ｌ２＋１）。
因为

‖ｕｔ‖２Ｌ２＋‖Ａｕ‖２Ｌ２＋‖

Δ

ｄｔ‖２Ｌ２ ∈Ｌ１（０，ｔ），
再次利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得

γ∫
ｔ

０
‖

Δ

ｄｓ（ｓ，·）‖２Ｌ２ｄｓ＋１２‖ｄｔ
（ｔ，·）‖２Ｌ２ ≤ｃ４（选取合适的Ｔ）。

证明　由引理１和引理２，利用Ｔｙｃｈｏｎｏｆｆ不动点定理［８］知映射Ｆ在ＣＴ 中至少存在１个不动点。解的
正则性由抛物型方程正则性理论立得。结合由ｕ－方程推导的微分不等式和ｄ－方程推导的微分不等式再应
用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不定式即得解的唯一性［４］，由ＣＴ 中元素的正则性及上界估计和Ｔ（均依赖于初值在Ｖ×Ｈ３

（Ω）３ 中的模），结合紧性理论和抛物型方程的收敛结果可知解对初值具有连续依赖性。证毕。
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（上接第２９５页）

　　若ｕ＊，ｖ＊∈［ｘ０，ｙ０］，Ａ（ｕ＊，ｕ＊）＝ｕ＊，Ａ（ｖ＊，ｖ＊）＝ｖ＊，Ｂ（ｕ＊，ｕ＊）＝ｕ＊，Ｂ（ｖ＊，ｖ＊）＝ｖ＊，令

ａ０＝ｓｕｐ　ａ＞０ａｖ＊≤ｕ＊≤
１
ａｖ｛ ｝＊ ，显然０＜ａ０≤１，下证ａ０＝１。事实上，若０＜ａ０＜１，一方面，ｕ＊＝

Ａ（ｕ＊，ｕ＊）≥Ａ（１ａ０ｖ
＊，ａ０ｖ＊）≥ａα（ａ０）０ Ａ（ｖ＊，ｖ＊）＝ａα（ａ０）０ ｖ＊；另一方面，ｖ＊＝Ｂ（ｖ＊，ｖ＊）≥Ｂ（１ａ０ｕ

＊，ａ０ｕ＊）≥

ａα（ａ０）０ Ａ（ｕ＊，ｕ＊）＝ａα（ａ０）０ ｕ＊，但０＜ａ０＜１，所以与ａ０ 的定义矛盾，于是ｕ＊＝ｖ＊。最后当ｕ０，ｖ０∈［ｘ０，ｙ０］，令

ｕｎ＝Ｂ（ｕｎ－１，ｖｎ－１），ｖｎ＝Ａ（ｖｎ－１，ｕｎ－１），ｎ＝１，２，３，…，易知ｘｎ≤ｕｎ≤ｙｎ，ｘｎ≤ｖｎ≤ｙｎ，由Ｐ的正规性有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｖｎ＝ｕ＊。证毕。

注：若定理１中Ａ，Ｂ为广义α－ｔ型凹凸反向混合单调算子，结论仍然成立。证法参照定理１的证明。
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