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摘　要：利用锥与半序理论和单调迭代技巧，在不要求任何连续性和紧性条件下得出一类α－ｔ型凹凸
反向混合单调算子方程组解的存在唯一性定理，所得结果拓展了混合单调算子方程组的若干结论。
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　　ＧＵＯ　Ｄａ－ｊｕｎ等提出混合单调算子的概念并进行了初步研究［１］，开创了一个崭新的研究方向；文献［２］－文
献［４］讨论了混合单调算子不动点定理及其应用；文献［５］讨论了一类反向混合单调算子组的迭代唯一解。
文献［６］引入了α－ｔ型凹凸混合单调算子及广义α－ｔ型凹凸混合单调算子的概念，讨论了一类α－ｔ型凹凸混合
单调算子方程组的公共不动点定理，首次给出这类算子不动点存在唯一性的充分必要条件，深化了混合单调
算子的若干结论［７－８］。
受到以上文献的启发，笔者在一般Ｂａｎａｃｈ空间中，讨论了一类α－ｔ型凹凸反向混合单调算子方程组的

迭代唯一解，拓展了混合单调算子方程组的若干结论［５－８］。

１　预备知识

定义１　ＤＥ为非空集合，那么Ａ：Ｄ×Ｄ→Ｅ叫作反向混合单调算子，若

１）当ｙ不变时，ｙ∈Ｄ，Ａ（ｘ，ｙ）在Ｄ 上关于ｘ 是单调递减的，即ｘ１＜ｘ２∈［ｘ０，ｙ０］，有Ａ（ｘ２，ｙ）≤

Ａ（ｘ１，ｙ），ｘ０≤ｙ≤ｙ０；



２）当ｘ不变时，ｘ∈Ｄ，Ａ（ｘ，ｙ）在Ｄ 上关于ｙ 是单调递增的，即ｙ１＜ｙ２∈［ｘ０，ｙ０］，有Ａ（ｘ，ｙ１）≤

Ａ（ｘ，ｙ２），ｘ０≤ｙ≤ｙ０。

定义２　假设Ａ：Ｄ×Ｄ为混合单调算子，０＜ｔ＜１，０＜α＝α（ｔ）＜１，使得：Ａ（１ｔｕ
，ｔｖ）≥ｔα（ｔ）Ａ（ｕ，ｖ），

其中ｕ，ｖ∈Ｄ，且ｕ≤ｖ，则称Ａ为α－ｔ型凹凸反向混合单调算子。

定义３　假设Ａ：Ｄ×Ｄ为混合单调算子，０＜ｔ＜１，０＜α＝α（ｔ）＜１，使得：Ａ（１ｔｕ
，ｔｖ）≥ｔα（ｔ，ｕ，ｖ）Ａ（ｕ，

ｖ），其中ｕ，ｖ∈Ｄ，且ｕ≤ｖ，则称Ａ为广义α－ｔ型凹凸反向混合单调算子。

２　主要结果

定理１　设Ｅ是Ｂａｎａｃｈ空间，Ｐ是Ｅ 中的正规锥，Ｎ 为Ｐ 的正规常数，Ａ，Ｂ：Ｄ×Ｄ→Ｄ均为反向混合单

调算子，且Ａ，Ｂ为α－ｔ型凹凸的混合单调算子，ｐ
。

≠，ｘ０，ｙ０∈ｐ
。

当满足以下条件时：

Ｈ１）　ｙ０≥Ｂ（ｘ０，ｙ０），Ａ（ｙ０，ｘ０）≥ｘ０；

Ｈ２）　Ａ（ｙ，ｘ）≤Ｂ（ｘ，ｙ），Ｂ（ｙ，ｘ）≤Ａ（ｙ，ｘ），当ｘ＜ｙ时成立，
则算子方程组

Ａ（ｘ，ｘ）＝ｘ，

Ｂ（ｘ，ｘ）＝｛ ｘ
（１）

在［ｘ０，ｙ０］中有唯一公共不动点ｕ＊，而且可以迭代求解，ｕ０，ｖ０∈［ｘ０，ｙ０］皆有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｖｎ＝ｕ＊，其中

ｕｎ＝Ｂ（ｕｎ－１，ｖｎ－１），ｖｎ＝Ａ（ｖｎ－１，ｕｎ－１），ｎ＝１，２，３，…。

证明　构造迭代序列
ｘｎ＋１＝Ａ（ｙｎ，ｘｎ），

ｙｎ＋１＝Ｂ（ｘｎ，ｙｎ｛ ）。

１）利用数学归纳法证明：

ｘｎ≤ｘｎ＋１≤ｙｎ＋１≤ｙｎ，ｎ＝１，２，３，…。 （２）
首先，当ｎ＝１时，由条件Ｈ１）得：ｘ０≤Ａ（ｙ０，ｘ０）＝ｘ１，ｙ１＝Ｂ（ｘ０，ｙ０）≤ｙ０。由条件 Ｈ２）得：ｘ１＝Ａ（ｙ０，ｘ０）≤

Ｂ（ｘ０，ｙ０）＝ｙ１，故ｘ０≤ｘ１≤ｙ１≤ｙ０，式（２）成立。假设ｎ＝ｋ时式（２）成立，即有ｘｋ－１≤ｘｋ≤ｙｋ≤ｙｋ－１，当

ｎ＝ｋ＋１时，由归纳假设得：

ｘｋ＝Ａ（ｙｋ－１，ｘｋ－１）≤Ａ（ｙｋ，ｘｋ－１）≤Ａ（ｙｋ，ｘｋ）＝ｘｋ＋１，

ｙｋ＝Ｂ（ｘｋ－１，ｙｋ－１）≥Ｂ（ｘｋ，ｙｋ－１）≥Ｂ（ｘｋ，ｙｋ）＝ｙｋ＋１。
由条件 Ｈ２）得：ｘｋ＋１＝Ａ（ｙｋ，ｘｋ）≤Ｂ（ｘｋ，ｙｋ）＝ｙｋ＋１，即ｘｋ≤ｘｋ＋１≤ｙｋ＋１≤ｙｋ，故式（２）成立。

２）证｛ｘｎ｝和｛ｙｎ｝是Ｅ中的Ｃａｕｃｈｙ列。
首先任给自然数ｎ，μ＞０使得μｙｎ≤ｘｎ≤ｙｎ，记ｔｎ＝ｓｕｐ｛μ｜μ＞０，ｘｎ≥μｙｎ｝。显然，ｔｎ 满足０＜ｔｎ≤１且

ｔｎ 单调递增，于是ｌｉｍ
ｎ→∞
ｔｎ＝ｔ，０＜ｔ≤１，可证ｔ＝１，否则由０＜ｔ＜１及ｘｎ≥ｔｎｙｎ，ｙｎ≤１ｔｎｘｎ

，且注意到ｎ，ｔｎ≤ｔ，

有ｘｎ＋１＝Ａ（ｙｎ，ｘｎ）≥Ａ（ｔ－１ｎ ｘｎ，ｔｎｙｎ）≥ｔα（ｔｎ）ｎ Ａ（ｘｎ，ｙｎ）≥ｔα（ｔｎ）ｎ Ｂ（ｘｎ，ｙｎ）≥ｔα（ｔｎ）ｎ ｙｎ＋１，于是，由ｔｎ＋１的定义，ｔｎ＋１≥
ｔα（ｔｎ）ｎ 两边取ｎ→∞时的极限，有ｔ≥ｔα（ｔ），出现矛盾，故ｔ＝１。
其次，任给自然数ｋ，必有０≤ｘｎ＋ｋ－ｘｎ≤ｙｎ－ｘｎ≤ｙｎ－ｔｙｎ≤（１－ｔｎ）ｙ０，于是由Ｐ的正规性，有‖ｘｎ＋ｐ－

ｘｎ‖≤Ｎ（１－ｔｎ）‖ｙ０‖→０（ｎ→∞），则｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。同理可证｛ｙｎ｝也是Ｃａｕｃｈｙ列。

３）证Ａ，Ｂ存在公共不动点ｕ＊∈［ｘ０，ｙ０］。
由Ｅ完备，则存在ｘ＊，ｙ＊∈Ｅ，使ｘｎ→ｘ＊，ｙｎ→ｙ＊。由｛ｘｎ｝单调递增，｛ｙｎ｝单调递减，ｘｎ≤ｙｎ 及Ｐ 正规

有：ｘｎ≤ｘ＊≤ｙ＊≤ｙｎ，于是ｘ＊，ｙ＊∈［ｘ０，ｙ０］且ｙ＊－ｘ＊≤ｙｎ－ｘｎ≤（１－ｔｎ）ｙ０，因此‖ｘ＊－ｙ＊ ‖→０，于是

ｘ＊＝ｙ＊统一记为ｘ＊＝ｙ＊＝ｕ＊，由ｙｎ＋１＝Ｂ（ｘｎ，ｙｎ）≥Ｂ（ｕ＊，ｕ＊）＝Ｂ（ｘ＊，ｙ＊）≥Ａ（ｙ＊，ｘ＊）＝Ａ（ｕ＊，ｕ＊）≥
Ａ（ｙｎ，ｘｎ）＝ｘｎ＋１，取极限ｎ→∞，有Ａ（ｕ＊，ｕ＊）＝Ｂ（ｕ＊，ｕ＊）＝ｕ＊。

４）证明若Ａ，Ｂ在ｐｈ 中存在公共不动点时，则必唯一。 （下转第２９９页）
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Ｃ‖珟ｄｔ‖２Ｌ２＋Ｃ（‖ｕｔ‖２Ｌ２＋‖Ａｕ‖２Ｌ２＋‖

Δ

ｄｔ‖２Ｌ２＋１）。
因为

‖ｕｔ‖２Ｌ２＋‖Ａｕ‖２Ｌ２＋‖

Δ

ｄｔ‖２Ｌ２ ∈Ｌ１（０，ｔ），
再次利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得

γ∫
ｔ

０
‖

Δ

ｄｓ（ｓ，·）‖２Ｌ２ｄｓ＋１２‖ｄｔ
（ｔ，·）‖２Ｌ２ ≤ｃ４（选取合适的Ｔ）。

证明　由引理１和引理２，利用Ｔｙｃｈｏｎｏｆｆ不动点定理［８］知映射Ｆ在ＣＴ 中至少存在１个不动点。解的
正则性由抛物型方程正则性理论立得。结合由ｕ－方程推导的微分不等式和ｄ－方程推导的微分不等式再应
用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不定式即得解的唯一性［４］，由ＣＴ 中元素的正则性及上界估计和Ｔ（均依赖于初值在Ｖ×Ｈ３

（Ω）３ 中的模），结合紧性理论和抛物型方程的收敛结果可知解对初值具有连续依赖性。证毕。
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（上接第２９５页）

　　若ｕ＊，ｖ＊∈［ｘ０，ｙ０］，Ａ（ｕ＊，ｕ＊）＝ｕ＊，Ａ（ｖ＊，ｖ＊）＝ｖ＊，Ｂ（ｕ＊，ｕ＊）＝ｕ＊，Ｂ（ｖ＊，ｖ＊）＝ｖ＊，令

ａ０＝ｓｕｐ　ａ＞０ａｖ＊≤ｕ＊≤
１
ａｖ｛ ｝＊ ，显然０＜ａ０≤１，下证ａ０＝１。事实上，若０＜ａ０＜１，一方面，ｕ＊＝

Ａ（ｕ＊，ｕ＊）≥Ａ（１ａ０ｖ
＊，ａ０ｖ＊）≥ａα（ａ０）０ Ａ（ｖ＊，ｖ＊）＝ａα（ａ０）０ ｖ＊；另一方面，ｖ＊＝Ｂ（ｖ＊，ｖ＊）≥Ｂ（１ａ０ｕ

＊，ａ０ｕ＊）≥

ａα（ａ０）０ Ａ（ｕ＊，ｕ＊）＝ａα（ａ０）０ ｕ＊，但０＜ａ０＜１，所以与ａ０ 的定义矛盾，于是ｕ＊＝ｖ＊。最后当ｕ０，ｖ０∈［ｘ０，ｙ０］，令

ｕｎ＝Ｂ（ｕｎ－１，ｖｎ－１），ｖｎ＝Ａ（ｖｎ－１，ｕｎ－１），ｎ＝１，２，３，…，易知ｘｎ≤ｕｎ≤ｙｎ，ｘｎ≤ｖｎ≤ｙｎ，由Ｐ的正规性有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｖｎ＝ｕ＊。证毕。

注：若定理１中Ａ，Ｂ为广义α－ｔ型凹凸反向混合单调算子，结论仍然成立。证法参照定理１的证明。
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