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关于欧拉公式在（３，１）＊－列表着色中
应用的一个注记
李　红１，赵永强２

（１．东北大学秦皇岛分校数学与统计学院，河北秦皇岛　０６６００４；２．石家庄学院数学与信息科学系，
河北石家庄　０５００３５）

摘　要：如果对于图Ｇ的每个满足｜Ｌ（ｖ）｜＝ｋ（其中ｖ为Ｇ 的任意顶点）的列表分配Ｌ，Ｇ都存在一
个Ｌ－着色，使得Ｇ的每个顶点至多有ｄ个邻居与其自己着有相同的颜色，则称图Ｇ是（ｋ，ｄ）＊ －可
选的。在只用欧拉公式和图的结构性质研究２－连通平面图的（３，１）＊ －列表着色的基础上，研究欧
拉公式在平面图的（３，１）＊ －列表着色中的应用，证明欧拉公式在研究有割点的平面图的（３，１）＊ －列
表着色时也是有效的。

关键词：列表非正常着色；（Ｌ，ｄ）＊ －着色；（ｍ，ｄ）＊ －可选的；欧拉公式
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　　令ｍ＞１为一整数，如果图Ｇ的顶点在保证每个顶点至多有ｄ个邻点与其自己着有相同颜色的条件下，
可用ｍ个颜色来着色，则称图Ｇ是（ｍ，ｄ）＊ －可着色的。显然，（ｍ，０）＊ －着色就是通常的正常ｍ－着色。图Ｇ
的列表分配是一个函数Ｌ，其分配给每个顶点ｖ∈Ｖ（Ｇ）一个颜色列表Ｌ（ｖ）。图Ｇ的（Ｌ，ｄ）＊ －着色是一个映
射φ，其分配给每个顶点ｖ∈Ｖ（Ｇ）一个颜色φ（ｖ）∈Ｌ（ｖ），且使得ｖ至多有ｄ个邻点也着颜色φ（ｖ）。如果对
所有满足｜Ｌ（ｖ）｜＝ｍ（其中ｖ为图Ｇ 的任意顶点）的列表分配Ｌ，Ｇ都存在一个（Ｌ，ｄ）＊ －着色，则称图Ｇ是
（ｍ，ｄ）＊ －可选的。显然，图的（ｍ，０）＊ －可选性就是通常的分别由ＥＲＤＳ等［１］和 ＶＩＺＩＮＧ［２］提出的ｍ－可
选性。



只考虑有限单图。对于平面图Ｇ，笔者分别用Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ），Ｆ（Ｇ）和δ（Ｇ）来表示它的顶点集、边集、面集
和最小度。对于ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ），令ｄ（ｘ）表示ｘ在Ｇ 中的度。ｋ度顶点（或面）被称为ｋ－顶点（或ｋ－面）。
令Ｎ（ｕ）表示ｕ在Ｇ 中的邻域，称一个平面图的２个面是相邻的，如果它们至少有１条公共边，称顶点ｖ和
面ｆ是关联的，如果ｖ在ｆ的边界上。对于ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ），用Ｆｋ（ｘ）表示所有与ｘ关联的ｋ－面，用Ｖｋ（ｘ）
表示所有与ｘ关联或相邻的ｋ－顶点。对于ｆ∈Ｆ（Ｇ），记ｆ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ］，如果ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ 是ｆ 的边界
顶点按顺时针方向的排列。一个３－面［ｕ１，ｕ２，ｕ３］被称为是一个（ｍ１，ｍ２，ｍ３）－面，如果ｄ（ｕｉ）＝ｍｉ，ｉ＝
１，２，３。
列表非正常着色概念分别是由ＳＫＲＥＫＯＶＳＫＩ［３］和ＥＡＴＯＮ等［４］提出的，自从它的提出，此类问题已被

广泛研究，详见文献［３］—文献［１０］。文献［５］用放电的方法结合欧拉公式证明了每个不含４－圈和ｉ－圈的平
面图是（３，１）＊ －可选的，其中ｉ∈｛５，６，７｝，对于２－连通图，文献［１０］只用欧拉公式和图的结构性质证明了这
些结果以及其他一些结果。在此，笔者继续研究欧拉公式在平面图的（３，１）＊ －列表着色中的应用，证明对于

２－连通平面图Ｇ，如果Ｇ既不含４－圈又不含ｋ－圈，并且

∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍａｘ　０，３ｉ２ －ｋ＋｛ ｝１｜Ｆｉ｜－２｜Ｆ５｜＋２４≥０，

则Ｇ是（３，１）＊ －可选的，其中ｋ∈ ｛５，６，７，…｝；如果Ｇ既不含２个相邻的３－面又不含２个相邻的４－面，并
且任意３－面不与４－面相邻，则Ｇ是（３，１）＊ －可选的。与此同时，笔者证明文献［１０］中的一些结果是本文中定
理的直接推论。最后证明欧拉公式在研究有割点的平面图的（３，１）＊ －列表着色时也是有效的。

１　 引 理

对于给定平面图Ｇ，令Ｖｉ表示Ｇ的所有ｉ－顶点的集合，令Ｆｉ表示Ｇ的所有ｉ－面的集合，令Ｖ１３表示Ｇ的
所有不与任何３－面相关联的３－顶点的集合，令Ｖ２３ ＝Ｖ＼Ｖ１３。
引理１［５］　 如果Ｇ是一个具有最少顶点的非（３，１）＊ －可选的２－连通平面图，则

１）δ（Ｇ）≥３；

２）Ｇ不含相邻的３－顶点；

３）Ｇ不含（３，４，４）－面。
引理２［１０］　 如果Ｇ是一个具有最少顶点的，不含２个相邻３－面的，且非（３，１）＊ －可选的平面图，则

｜Ｖ２３｜≤ １２∑ｉ≥５ｉ｜Ｖ｜ｉ
。 （１）

引理３［１０］　如果Ｇ是一个具有最少顶点的，不含相邻３－面的，且非（３，１）＊ －可选的２－连通平面图，则对
于任意ｆ∈Ｆ（Ｇ），有

｜Ｖ３（ｆ）｜＋｜Ｆ３（ｆ）｜≤ｄ（ｆ）。 （２）
引理４　令Ｇ是一个具有最少顶点的且非（３，１）＊ －可选的２－连通平面图。如果Ｇ既不含４－圈也不含ｋ－

圈，其中ｋ为大于等于５的某个正整数，则有

３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜＋６｜Ｆ３｜＋∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍａｘ　０，３ｉ２ －ｋ　＋｛ ｝１｜Ｆｉ｜≤２｜Ｅ（Ｇ）｜。 （３）

证明 　 令Ｇ是一个具有最少顶点的且非（３，１）＊ －可选的２－连通平面图。假设Ｇ既不含４－圈也不含ｋ－
圈，则在Ｇ中没有相邻的３－面，并且任何ｉ－面至多与ｍｉｎ｛ｋ－ｉ－１，ｉ｝个３－面相邻，其中５≤ｉ≤ｋ－１。另

一方面，根据引理１中的论断２），对任意ｉ－面ｆ，｜Ｖ３（ｆ）｜≤ ｉ
２
成立，其中５≤ｉ≤ｋ－１，所以由式（２），得

∑
ｄ（ｆ）＝ｉ

｜Ｖ３（ｆ）｜＋ ∑
ｄ（ｆ）＝ｉ

｜Ｆ３（ｆ）｜≤ｍｉｎ　ｉ，ｉ２ ＋ｍｉｎ｛ｋ－ｉ－１，ｉ｛ ｝｝｜Ｆｉ｜＝
ｍｉｎ　ｉ，ｉ２ ＋ｋ－ｉ　－｛ ｝１｜Ｆｉ｜＝
ｍｉｎ　ｉ，ｋ－ ｉ

２ －｛ ｝１｜Ｆｉ｜（ｉ＝５，６，…，ｋ－１），
∑

ｄ（ｆ）≥ｋ＋１
｜Ｖ３（ｆ）｜＋ ∑

ｄ（ｆ）≥ｋ＋１
｜Ｆ３（ｆ）｜≤ ∑

ｄ（ｆ）≥ｋ＋１
ｄ（ｆ）。
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综合以上２个不等式得

∑
ｄ（ｆ）≥５

｜Ｖ３（ｆ）｜＋ ∑
ｄ（ｆ）≥５

｜Ｆ３（ｆ）｜≤ ∑
ｄ（ｆ）≥ｋ＋１

ｄ（ｆ）＋∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍｉｎ　ｉ，ｋ－ ｉ

２ －｛ ｝１｜Ｆｉ｜。
由于

∑
ｄ（ｆ）≥５

｜Ｖ３（ｆ）｜＝３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜，　 ∑
ｄ（ｆ）≥５

｜Ｆ３（ｆ）｜＝３｜Ｆ３｜，

所以

３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜＋３｜Ｆ３｜≤ ∑
ｄ（ｆ）≥ｋ＋１

ｄ（ｆ）＋∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍｉｎ　ｉ，ｋ－ ｉ

２ －｛ ｝１｜Ｆｉ｜
或

３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜＋３｜Ｆ３｜＋ ∑
ｋ－１

ｄ（ｆ）＝３
ｄ（ｆ）≤ ∑

ｄ（ｆ）≥３
ｄ（ｆ）＋∑

ｋ－１

ｉ＝５
ｍｉｎ　ｉ，ｋ－ ｉ

２ －｛ ｝１｜Ｆｉ｜。
因此

３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜＋６｜Ｆ３｜＋∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｉ｜Ｆｉ｜≤２｜Ｅ（Ｇ）｜＋∑

ｋ－１

ｉ＝５
ｍｉｎ　ｉ，ｋ－ ｉ

２ －｛ ｝１｜Ｆｉ｜，
即

３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜＋６｜Ｆ３｜＋∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｉ－ｍｉｎ　ｉ，ｋ－ ｉ

２ －｛ ｝（ ）１ ｜Ｆｉ｜≤２｜Ｅ（Ｇ）｜

或

３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜＋６｜Ｆ３｜＋∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍａｘ　０，３ｉ２ －ｋ　＋｛ ｝１｜Ｆｉ｜≤２｜Ｅ（Ｇ）｜。

引理５　令Ｇ是一个具有最少顶点的非（３，１）＊ －可选的２－连通平面图。如果Ｇ既不含相邻３－面也不含
相邻４－面，并且在Ｇ中任意３－面与４－面不相邻，则对于任意面ｆ∈Ｆ（Ｇ），有

｜Ｖ３（ｆ）｜＋｜Ｆ３（ｆ）｜＋｜Ｆ４（ｆ）｜≤ｄ（ｆ）。 （４）
证明　假设Ｇ是一个具有最少顶点的非（３，１）＊ －可选的２－连通平面图。注意到，当Ｇ为２－连通时，Ｇ的

每个面的边界构成一个圈，并且每个顶点ｖ∈Ｖ（Ｇ）恰与ｄ（ｖ）个不同的面关联。根据引理１的第２个结论以
及本定理的条件，当ｄ（ｆ）＝３，４时，不等式（４）显然成立。所以假设ｄ（ｆ）≥５。如果Ｆｉ（ｆ）＝φ对于ｉ≥５，
则根据引理１的第２个结论以及本定理的条件可知｜Ｆ３（ｆ）｜＋｜Ｆ４（ｆ）｜＝ｄ（ｆ），｜Ｖ３（ｆ）｜＝０。根据引理
１的第２个结论易知，每当｜Ｆ３（ｆ）｜＋｜Ｆ４（ｆ）｜减少１时，｜Ｖ３（ｆ）｜至多增大１。因此，对于任意面ｆ∈Ｆ（Ｇ），
不等式（４）总成立。

２　 主要结果

在此部分，笔者给出２个关于（３，１）＊ －可选平面图的定理，并证明文献［５］和文献［１０］中的一些结果分
别是这２个定理的推论。
定理１　 假设２－连通平面图Ｇ 不含４－圈和ｋ－ 圈，其中ｋ为｛５，６，７，…｝中某一数。如果

∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍａｘ　０，３ｉ２ －ｋ　＋｛ ｝１｜Ｆｉ｜－２｜Ｆ５｜＋２４≥０， （５）

则Ｇ是（３，１）＊ －可选的。
证明 　 假设此定理结论不成立，并令Ｇ为具有最少顶点的反例。根据欧拉公式

｜Ｖ（Ｇ）｜＋｜Ｆ（Ｇ）｜＝｜Ｅ（Ｇ）｜＋２
或

∑
ｉ≥３
｜Ｖｉ｜＋∑

ｉ≥３
｜Ｆｉ｜＝｜Ｅ（Ｇ）｜＋２，

由Ｇ既不含４－圈也不含ｋ－ 圈，可知
１
４｜Ｖ３｜＋

１
４∑ｉ≥３ｉ｜Ｖｉ｜－

１
４∑ｉ≥３

（ｉ－４）｜Ｖｉ｜＋３６｜Ｆ３｜＋
１
６｜Ｆ５｜＋

１
６∑ｉ≥３ｉ｜Ｆｉ｜≥｜Ｅ

（Ｇ）｜＋２，

即
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１
４｜Ｖ３｜＋

２｜Ｅ（Ｇ）｜
４ －１４∑ｉ≥５

（ｉ－４）｜Ｖｉ｜＋１２｜Ｆ３｜＋
１
６｜Ｆ５｜＋

２｜Ｅ（Ｇ）｜
６ ≥｜Ｅ（Ｇ）｜＋２，

或

３｜Ｖ３｜－３∑
ｉ≥５

（ｉ－４）｜Ｖｉ｜＋６｜Ｆ３｜＋２｜Ｆ５｜≥２｜Ｅ（Ｇ）｜＋２４。

根据式（３），得

３｜Ｖ３｜－３∑
ｉ≥５

（ｉ－４）｜Ｖｉ｜＋６｜Ｆ３｜＋２｜Ｆ５｜≥

３｜Ｖ１３｜＋２｜Ｖ２３｜＋６｜Ｆ３｜＋∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍａｘ　０，３ｉ２ －ｋ＋｛ ｝１｜Ｆｉ｜＋２４，

即

｜Ｖ２３｜－３∑
ｉ≥５

（ｉ－４）｜Ｖｉ｜≥∑
ｋ－１

ｉ＝５
ｍａｘ　０，３ｉ２ －ｋ　＋｛ ｝１｜Ｆｉ｜－２｜Ｆ５｜＋２４，

根据式（５），得

｜Ｖ２３｜－３∑
ｉ≥５

（ｉ－４）｜Ｖｉ｜≥０，

根据式（２），得

１
２∑ｉ≥５ｉ｜Ｖｉ｜－３∑ｉ≥５

（ｉ－４）｜Ｖｉ｜≥０，

即

∑
ｉ≥５

（１２－５２ｉ
）｜Ｖｉ｜≥０，

显然这是不可能的，因为当ｉ≥５时，１２－５２ｉ＜０
。

容易验证，当ｋ＝５，６，７时，不等式（５）成立，所以下面结果成立。
推论１［１０］　 如果Ｇ不含４－圈和ｉ－ 圈，其中ｉ∈ ｛５，６，７｝，则Ｇ是（３，１）＊ －可选的。
定理２　令Ｇ为２－连通平面图。如果Ｇ既不含相邻３－面也不含相邻４－面，并且任意３－面不与４－面相

邻，则Ｇ是（３，１）＊ －可选的。
证明　根据引理５，可用类似于文献［１０］中证明定理７的第２部分的证明方法来证明这个定理。
注意到如果平面图Ｇ不含５－圈，则在Ｇ中没有相邻３－面，如果Ｇ不含６－圈，则Ｇ中没有相邻４－面。因

此，有如下结果。
推论２　令Ｇ为２－连通平面图。

１）如果Ｇ不含５－圈，不含相邻的３－面，不含相邻的４－面，则Ｇ是（３，１）＊ －可选的［１０］。

２）如果Ｇ不含５－圈和６－圈，不含相邻的３－面，则Ｇ是（３，１）＊ －可选的。

３　结　论

现在假设平面图Ｇ含有割点并且不含４－圈和ｋ－圈，其中ｋ∈｛５，６，７｝。令Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｉ，…，Ｂｔ为Ｇ 的
含有唯一割点的块，其中ｔ≥２。不失一般性，假设这些块的次序是沿着平面图Ｇ的外面的顺时针方向。在
平面图Ｇ的边界上，从每个Ｂｉ中任选一个不是Ｇ 的割点的顶点，用充分长的路连接ｖｉ 和ｖｉ＋１，其中ｉ＝１，

２，…，ｔ－１。这样一定可以得到一个２－连通平面图Ｇ′，使得Ｇ′不含４－圈和ｋ－圈，其中ｋ∈｛５，６，７｝。
易知，如果Ｇ′是（３，１）＊ －可选的，则Ｇ也是（３，１）＊ －可选的。所以，由推论１（文献［１０］中的定理６）可得

文献［５］中的定理３，也就是说，只用欧拉定理就可以证明文献［５］中的定理３。类似可知，本文中的定理２和
推论２对于含有割点的平面图也成立。

参考文献：
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图４　［ＢＭＩＭ］ＢＦ４ 和［ＢＭＩＭ］ＰＦ６ 离子液体
线性伏安扫描曲线

Ｆｉｇ．４　ＬＳＶ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ［ＢＭＩＭ］ＢＦ４ａｎｄ［ＢＭＩＭ］ＰＦ６

极材料，同一种离子液体的氧化还原极限电位是不同的，
电势窗口也差异较大，这主要是由于不同电极材料上超
电势不同所致。所以，电势窗口只对于特定电极材料而
言才具有实际意义，而其他电极材料的测试结果只起到
参考作用，给出不同离子液体电势窗口的变化趋势。当
超过分解电压后，伏安曲线变成一条直线，从图４可以看
出［ＢＭＩＭ］ＢＦ４ 所代表的直线无论是在氧化分解电势部
分还是还原分解电势部分，都较［ＢＭＩＭ］ＰＦ６ 曲线陡峭，
说明［ＢＭＩＭ］ＢＦ４ 溶液电阻要小于［ＢＭＩＭ］ＰＦ６，这与所
测得２种离子液体的电导率相吻合。

３　结　论

利用微波法合成离子液体中间体具有速度快、产率
高、易于纯化等优点，将水浴加热法所需的１２ｈ缩短为３ｈ，大大提高了中间体的合成效率，产率可达９０％以
上。以此中间体为原料合成的离子液体，其物化性能的各项数据如红外图谱、电导率、电化学窗口等均与文
献报道相符，说明利用微波法合成的中间体与传统方法所得产品的物化性能无明显差异。比较而言，微波法
在合成中间体时可显著缩短反应时间，提高合成效率，而水浴加热法更有利于第２步合成反应中的阴离子置
换。故采用微波法与水浴加热法相结合的方式合成咪唑离子液体会收到良好的效果。
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