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含有一阶导数的非局部四阶边值问题

正解的存在性
杨　飞，刘玉敬，郭彦平

（河北科技大学理学院，河北石家庄　０５００１８）

摘　要：利用一个新的锥不动点定理和非局部边值问题的Ｇｒｅｅｎ函数的性质，研究了一类含有一阶
导数的非局部四阶边值问题：

ｕ（４）（ｔ）＋Ａｕ″（ｔ）＝λｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｐ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ，

ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝∫
１

０
ｑ（ｓ）ｕ″（ｓ）ｄ

烅

烄

烆
ｓ

正解的存在性；其中ｆ是一个非负连续函数，λ＞０，０＜Ａ＜π２，ｐ，ｑ∈Ｌ［０，１］，ｐ（ｓ）≥０，ｑ（ｓ）≥０。
最后通过一个简单的例子，验证了所得结果的正确性。
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０
ｐ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ，
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　　四阶边值问题描述的是一个两端具有简单支撑的弹性梁，在平衡状态下的形变问题，由于它在物理上具
有重要的意义，因此，它已被许多学者利用非线性的Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅ不动点定理、不动点指数定理、锥拉伸压
缩不动点定理以及上下解方法研究［１－８］。

近来，已经有很多人关注带有１个或者２个参数的四阶微分方程。例如文献［９］中，在以下假设条件下，

利用不动点指数定理研究讨论了四阶边值问题

ｕ（４）（ｔ）＋βｕ″（ｔ）－αｕ（ｔ）＝λｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝｛ ０
正解的存在性。其中，

１）ｆ：［０，１］×Ｒ＋→Ｒ＋是连续的；

２）β＜２π
２，α≥－β

２／４，α／π４＋β／π
２＜１。

ＭＡ在文献［１０］中证明了非局部四阶边值问题

ｕ（４）（ｔ）＝ｈ（ｔ）ｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｐ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ，

ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝∫
１

０
ｑ（ｓ）ｕ″（ｓ）ｄ

烅

烄

烆
ｓ

对称解的存在性。

ＢＡＩ在文献［１１］中利用锥拉伸压缩不动点定理研究了非局部四阶边值问题

ｕ（４）（ｔ）＋βｕ″（ｔ）＝λｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ″（ｔ）），０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｐ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ，

ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝∫
１

０
ｑ（ｓ）ｕ″（ｓ）ｄ

烅

烄

烆
ｓ

正解的存在性。通过以上文章的启发，在这篇文章中，笔者研究以下含有一阶导数的非局部四阶边值问题

ｕ（４）（ｔ）＋Ａｕ″（ｔ）＝λｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｐ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ，

ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝∫
１

０
ｑ（ｓ）ｕ″（ｓ）ｄ

烅

烄

烆
ｓ

（１）

正解的存在性。全文假设以下条件成立：

Ｈ１）λ＞０，０＜Ａ＜π２；

Ｈ２）ｆ：［０，１］×［０，∞）×Ｒ→［０，∞）是连续的，ｐ，ｑ∈Ｌ［０，１］，ｐ（ｓ）≥０，ｑ（ｓ）≥０，∫
１

０
ｐ（ｓ）ｄｓ＜１，

∫
１

０
ｑ（ｓ）ｓｉｎ槡Ａｓｄｓ＋∫

１

０
ｑ（ｓ）ｓｉｎ槡Ａ（１－ｓ）ｄｓ＜ｓｉｎ槡Ａ。

１　预备知识

假设Ｙ＝Ｃ［０，１］是一个Ｂａｎａｃｈ空间，其范数是‖ｕ‖０＝ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
｜ｕ（ｔ）｜。

设λ１，λ２ 是多项式Ｐ（λ）＝λ２＋Ａλ的２个根，即λ１＝０，λ２＝－Ａ。通过条件 Ｈ１）很容易得到－π２＜λ２＜０。

设Ｑｉ（ｔ，ｓ）（ｉ＝１，２）是下面ＢＶＰ的Ｇｒｅｅｎ函数：

－ｕ″（ｔ）＋λ１ｕ（ｔ）＝０，０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｐ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ烅

烄

烆
， 　

－ｕ″（ｔ）＋λ２ｕ（ｔ）＝０，０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｑ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ烅

烄

烆
，

那么，经过仔细计算能够得到：

Ｑ１（ｔ，ｓ）＝Ｇ１（ｔ，ｓ）＋ １

１－∫
１

０
ｐ（ｘ）ｄｘ∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ，
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Ｑ２（ｔ，ｓ）＝Ｇ２（ｔ，ｓ）＋ ｓｉｎ槡Ａｔ＋ｓｉｎ槡Ａ（１－ｔ）
ｓｉｎ槡Ａ－∫

１

０
ｑ（ｘ）ｓｉｎ槡Ａｘｄｘ－∫

１

０
ｑ（ｘ）ｓｉｎ槡Ａ（１－ｘ）ｄｘ∫

１

０
Ｇ２（ｓ，ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ，

Ｇ１（ｔ，ｓ）＝
ｓ（１－ｔ），０≤ｓ≤ｔ≤１，

ｔ（１－ｓ），０≤ｔ≤ｓ≤１｛ ，

Ｇ２（ｔ，ｓ）＝

ｓｉｎ槡Ａｓｓｉｎ槡Ａ（１－ｔ）
槡Ａｓｉｎ槡Ａ

，０≤ｓ≤ｔ≤１，

ｓｉｎ槡Ａｔｓｉｎ槡Ａ（１－ｓ）
槡Ａｓｉｎ槡Ａ

，０≤ｔ≤ｓ≤１
烅

烄

烆
，

令，ω１ ＝ １

１－∫
１

０
ｐ（ｘ）ｄｘ

，ω２（ｔ）＝ ｓｉｎ槡Ａｔ＋ｓｉｎ槡Ａ（１－ｔ）
ｓｉｎ槡Ａ－∫

１

０
ｑ（ｘ）ｓｉｎ槡Ａｘｄｘ－∫

１

０
ｑ（ｘ）ｓｉｎ槡Ａ（１－ｘ）ｄｘ

。

引理１［１１］　假设条件 Ｈ１）和条件 Ｈ２）成立，那么对于任意的ｙ（ｔ）∈Ｃ［０，１］，边值问题

ｕ（４）（ｔ）＋Ａｕ″（ｔ）＝ｙ（ｔ），０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｐ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ，

ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝∫
１

０
ｑ（ｓ）ｕ″（ｓ）ｄ

烅

烄

烆
ｓ

（２）

有唯一的解：

ｕ（ｔ）＝∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｔ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ。

　　其中：Ｑ１（ｔ，ｓ）＝Ｇ１（ｔ，ｓ）＋ω１∫
１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ，Ｑ２（ｓ，τ）＝Ｇ２（ｓ，τ）＋ω２（ｓ）∫

１

０
Ｇ２（τ，ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ。

引理２［１１］　假设条件 Ｈ１）和条件 Ｈ２）成立，那么，当ｉ＝１，２时，有以下结论成立：

ｉ）Ｑｉ（ｔ，ｓ）≥０，ｔ，ｓ∈［０，１］，Ｑｉ（ｔ，ｓ）＞０，ｔ，ｓ∈（０，１）；

ｉｉ）Ｇｉ（ｔ，ｓ）≥ａｉＧｉ（ｔ，ｔ）Ｇｉ（ｓ，ｓ），ｔ，ｓ∈［０，１］；

ｉｉｉ）Ｇｉ（ｔ，ｓ）≤ｂｉＧｉ（ｓ，ｓ），ｔ，ｓ∈［０，１］。

其中：ａ１＝１；ａ２＝槡Ａｓｉｎ槡Ａ；ｂ１＝１；ｂ２＝ １
ｓｉｎ槡Ａ

。

定义　ｄｉ＝ ｍｉｎ
　

１
４≤ｔ≤

３
４

ａｉＧｉ（ｔ，ｔ），　　ｉ＝１，２。

引理３［１１］　假设条件 Ｈ１）和条件 Ｈ２）成立，ω２（ｔ），ｄｉ是以上给出的，则有下列条件成立：

ｉ）ｍａｘ
　

０≤ｔ≤１
ω２（ｔ）＝ω２（１２

）；

ｉｉ）０＜ｄｉ＜１。

引理４　若ｙ（ｔ）∈Ｃ［０，１］，且ｙ（ｔ）≥０，那么边值问题（２）的唯一解ｕ（ｔ）满足：ｍｉｎ
　

１
４≤ｔ≤

３
４

ｕ（ｔ）≥ｄ１‖ｕ‖０，其中，

ｄ１＝ ｍｉｎ
　

１
４≤ｔ≤

３
４

ａ１Ｇ１（ｔ，ｔ）。

证明　由引理１和引理２的条件ｉｉｉ），可以得到：

ｕ（ｔ）≤∫
１

０∫
１

０
［ｂ１Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ＝

∫
１

０∫
１

０
［Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ＝

∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ。

因此，

‖ｕ‖０≤∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ。

由引理１和引理２的条件ｉｉ），有：
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ｍｉｎ
　

１
４≤ｔ≤

３
４

ｕ（ｔ）≥ ｍｉｎ
　

１
４≤ｔ≤

３
４
∫

１

０∫
１

０
［ａ１Ｇ１（ｔ，ｔ）Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ＝

∫
１

０∫
１

０
［ｄ１Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ≥

ｄ１∫
１

０∫
１

０
［Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ＝

ｄ１∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｙ（τ）ｄτｄｓ≥ｄ１‖ｕ‖０，

即

ｍｉｎ
　

１
４≤ｔ≤

３
４

ｕ（ｔ）≥ｄ１‖ｕ‖０。

下面介绍在本文中所要用到的一个锥上的不动点定理。

令Ｘ是一个Ｂａｎａｃｈ空间，且ＫＸ是一个锥。假设α，β：Ｘ→Ｒ
＋是２个连续的凸泛函，满足：

α（λｕ）＝｜λ｜α（ｕ），β（λｕ）＝｜λ｜β（ｕ），ｕ∈Ｘ，λ∈Ｒ，
并且 ‖ｕ‖ ≤Ｍｍａｘ｛α（ｕ），β（ｕ）｝，ｕ∈Ｘ；α（ｕ）≤α（ｖ），ｕ，ｖ∈Ｋ，ｕ≤ｖ，其中Ｍ＞０为常数。
定理１［１２］　假设ｒ２＞ｒ１＞０，Ｌ＞０是常数，并且Ωｉ＝｛ｕ∈Ｘ：α（ｕ）＜ｒｉ，β（ｕ）＜Ｌ｝，（ｉ＝１，２）是Ｘ中的２个

开集。又设Ｄｉ＝｛ｕ∈Ｘ：α（ｕ）＝ｒｉ｝，（ｉ＝１，２），Ｔ：Ｋ→Ｋ 是一个全连续算子，并且满足：

Ａ１）α（Ｔｕ）＜ｒ１，ｕ∈Ｄ１∩Ｋ；α（Ｔｕ）＞ｒ２，ｕ∈Ｄ２∩Ｋ；

Ａ２）β（Ｔｕ）＜Ｌ，ｕ∈Ｋ；

Ａ３）ｐ∈（Ω２∩Ｋ）＼｛０｝，使得α（ｐ）≠０，并且，α（ｕ＋λｐ）≥α（ｕ），ｕ∈Ｋ，λ≥０。

那么Ｔ在（Ω２＼Ω１）∩Ｋ 至少存在１个不动点。

２　主要结果

令Ｘ＝Ｃ１［０，１］是一个Ｂａｎａｃｈ空间，其范数‖ｕ‖＝ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
｜ｕ（ｔ）｜＋ｍａｘ

　

ｔ∈［０，１］
｜ｕ′（ｔ）｜，并且

Ｋ＝｛ｕ∈Ｘ：ｕ≥０，ｍｉｎ
　

ｔ∈［１４
，３
４
］
ｕ（ｔ）≥ｄ１‖ｕ‖０｝

是Ｘ中的一个锥。定义

α（ｕ）＝ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
｜ｕ（ｔ）｜，β（ｕ）＝ｍａｘ

　

ｔ∈［０，１］
｜ｕ′（ｔ）｜，ｕ∈Ｘ，

那么，由定义可知：

‖ｕ‖≤２ｍａｘ｛α（ｕ），β（ｕ）｝，α（λｕ）＝｜λ｜α（ｕ），β（λｕ）＝｜λ｜β（ｕ），ｕ∈Ｘ，λ∈Ｒ，

α（ｕ）≤α（ｖ），ｕ，ｖ∈Ｋ，ｕ≤ｖ。
在下面，令：

η０ ＝∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ，η１ ＝∫

１

０∫
３
４

１
４
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ，

η２ ＝∫
１

０
［Ｇ２（τ，τ）＋ω２（１２

）∫
１

０
Ｇ２（τ，ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ］ｄτ。

假设Ｌ＞ｂ＞ｄ１ｂ＞ｃ＞０，使ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）满足以下条件：

Ｈ３）ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＜ｃλη０
，（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×［０，ｃ］×［－Ｌ，Ｌ］；

Ｈ４）ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）≥ ｂ
λｄ１η１

，（ｔ，ｕ，ｖ）∈［１４
，３
４
］×［ｄ１ｂ，ｂ］×［－Ｌ，Ｌ］；

Ｈ５）ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＜ ２Ｌ
３λｂ２η２

，（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×［０，ｂ］×［－Ｌ，Ｌ］。

设

ｆ＊（ｔ，ｕ，ｖ）＝
ｆ（ｔ，ｕ，ｖ），（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×［０，ｂ］×（－∞，∞），

ｆ（ｔ，ｂ，ｖ），（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×（ｂ，∞）×（－∞，∞｛ ），
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ｆ１（ｔ，ｕ，ｖ）＝
ｆ＊（ｔ，ｕ，ｖ），（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×［０，∞）×［－Ｌ，Ｌ］，

ｆ＊（ｔ，ｕ，－Ｌ），（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×［０，∞）×（－∞，－Ｌ］，

ｆ＊（ｔ，ｕ，Ｌ），（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×［０，∞）×［Ｌ，∞
烅
烄

烆 ）。
定义：

（Ｔｕ）（ｔ）＝λ∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｔ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ， （３）

（Ｔｕ）′（ｔ）＝λ∫
１

ｔ∫
１

０
Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ－∫

１

０∫
１

０
ｓＱ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄ［ ］ｓ 。 （４）

引理５　假设条件 Ｈ１）和条件 Ｈ２）成立，那么Ｔ：Ｋ→Ｋ 是全连续的。
证明　对ｕ∈Ｋ，根据Ｔｕ的定义和引理２，可知：Ｔｕ≥０。
由于

‖Ｔｕ‖０＝ ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
λ∫

１

０∫
１

０
Ｑ１（ｔ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ ≤

λ∫
１

０∫
１

０
［ｂ１Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ＝

λ∫
１

０∫
１

０
［Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ＝

λ∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ，

所以可以得到：

ｍｉｎ
　

ｔ∈［１４
，３
４
］

（Ｔｕ）（ｔ）＝ ｍｉｎ
　

ｔ∈［１４
，３
４
］
λ∫

１

０∫
１

０
Ｑ１（ｔ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ≥

　λ∫
１

０∫
１

０
［ａ１Ｇ１（ｔ，ｔ）Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ＝

　λ∫
１

０∫
１

０
［ｄ１Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ≥

　ｄ１λ∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ＝ｄ１‖Ｔｕ‖０。

因此，得出Ｔ（Ｋ）Ｋ。设ＢＣ１［０，１］有界，很容易得到Ｔ（Ｂ）为Ｋ 中的有界集。利用ｆ１，Ｑ１（ｔ，ｓ），

Ｑ２（ｔ，ｓ）是连续的，得出Ｔ（Ｂ）是等度连续的。利用Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理，证明得出Ｔ：Ｋ→Ｋ 是全连续的。
定理２　假设条件 Ｈ１）－条件 Ｈ５）成立，那么边值问题（１）至少存在１个正解ｕ（ｔ）满足：

ｃ＜α（ｕ）＜ｂ，ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
｜ｕ′（ｔ）｜＜Ｌ。

证明　设Ω１＝｛ｕ∈Ｘ：｜ｕ（ｔ）｜＜ｃ，｜ｕ′（ｔ）｜＜Ｌ｝，Ω２＝｛ｕ∈Ｘ：｜ｕ（ｔ）｜＜ｂ，｜ｕ′（ｔ）｜＜Ｌ｝是Ｘ中的２个开集，
并且Ｄ１＝｛ｕ∈Ｘ：α（ｕ）＝ｃ｝，Ｄ２＝｛ｕ∈Ｘ：α（ｕ）＝ｂ｝。
根据引理５，知Ｔ：Ｋ→Ｋ 是全连续算子，并且ｐ∈（Ω２∩Ｋ）＼｛０｝，使得α（ｐ）≠０且α（ｕ＋λｐ）≥α（ｕ），

ｕ∈Ｋ，λ≥０。ｕ∈Ｄ１∩Ｋ，α（ｕ）＝ｃ。从条件 Ｈ３）可以得到：

α（Ｔｕ）＝ ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
λ∫

１

０∫
１

０
Ｑ１（ｔ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ ＜

λ× ｃλη０∫
１

０∫
１

０
［ｂ１Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ ＝

ｃ
η０∫

１

０∫
１

０
［Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫

１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ＝

ｃ
η０∫

１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ＝ｃ。

ｕ∈Ｄ２∩Ｋ，α（ｕ）＝ｂ。从引理４，有ｕ（ｔ）≥ｄ１α（ｕ）＝ｄ１ｂ，ｔ∈［１４
，３
４
］。因此，从条件 Ｈ４）中可得到：

　　α（Ｔｕ）＝ ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
λ∫

１

０∫
１

０
Ｑ１（ｔ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ ＞

　λ× ｂ
λｄ１η１

ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］∫
１

０∫
３
４

１
４

［ａ１Ｇ１（ｔ，ｔ）Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫
１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ ＝
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　 ｂ
ｄ１η１∫

１

０∫
３
４

１
４

［ｄ１Ｇ１（ｓ，ｓ）＋ω１∫
１

０
Ｇ１（ｓ，ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ］Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ ＞

　 ｂ
ｄ１η１

×ｄ１∫
１

０∫
３
４

１
４
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ＝ｂ

η１∫
１

０∫
３
４

１
４
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ＝ｂ。

ｕ∈Ｋ，从条件 Ｈ５）中可得到：

β（Ｔｕ）＝ ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
λ∫

１

ｔ∫
１

０
Ｑ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ－λ∫

１

０∫
１

０
ｓＱ２（ｓ，τ）ｆ１（τ，ｕ（τ），ｕ′（τ））ｄτｄｓ ＜

λ× ２Ｌ
３λｂ２η２

ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］∫
１

０∫
１

０
（１＋ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ ＜

２Ｌ
３ｂ２η２∫

１

０∫
１

０
（１＋ｓ）［ｂ２Ｇ２（τ，τ）＋ｍａｘ

　

ｓ∈［０，１］
ω２（ｓ）∫

１

０
Ｇ２（τ，ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ］ｄτｄｓ ＝

２Ｌ
３ｂ２η２∫

１

０∫
１

０
（１＋１２

）［ｂ２Ｇ２（τ，τ）＋ω２（１２
）∫
１

０
Ｇ２（τ，ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ］ｄτｄｓ ＜

２Ｌ
３ｂ２η２

×３２ｂ２∫
１

０
［Ｇ２（τ，τ）＋ω２（１２

）∫
１

０
Ｇ２（τ，ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ］ｄτ ＝Ｌ。

定理１意味着ｕ∈（Ω２＼Ω１）∩Ｋ，使得ｕ＝Ｔｕ。因此，ｕ（ｔ）是边值问题（１）的１个正解，并且满足：

ｃ＜α（ｕ）＜ｂ，ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
｜ｕ′（ｔ）｜＜Ｌ。

因此，定理２成立。证毕。
例１　考虑以下边值问题：

ｕ４（ｔ）＋π
２

１６ｕ″
（ｔ）＝π２　ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），０＜ｔ＜１，

ｕ（０）＝ｕ（１）＝∫
１

０
ｓｕ（ｓ）ｄｓ，

ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝０

烅

烄

烆 ，
其中：

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＝

５
２ｕ＋

３＋ｓｉｎ　ｖ
２

，０≤ｔ≤１，０≤ｕ≤２，－１　９００≤ｖ≤１　９００，

［１９１（ｕ－２）＋５］＋３＋ｓｉｎ　ｖ２
，０≤ｔ≤１，２≤ｕ≤３，－１　９００≤ｖ≤１　９００，

４９
２
（ｕ＋５）＋３＋ｓｉｎ　ｖ２

，１
４ ≤ｔ≤

３
４
，３≤ｕ≤１６，－１　９００≤ｖ≤１　９００

烅

烄

烆
。

解　在这个边值问题中，可以知道：

Ａ＝π
２

１６
，λ＝π２，ｐ（ｔ）＝ｔ，ｑ（ｔ）＝０。

那么，可以得到：

ａ１ ＝１，ａ２ ＝槡２π８
，ｂ１ ＝１，ｂ２ ＝槡２，ω１ ＝２，ｄ１ ＝ ３１６

，

η０ ＝∫
１

０∫
１

０
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ　＝ 槡６　１４４　２－６　１４４－７６８π－４π３

π５
，

η１ ＝∫
１

０∫
３
４

１
４
Ｑ１（ｓ，ｓ）Ｑ２（ｓ，τ）ｄτｄｓ　＝ 槡２＋槡 ２＋槡 ２（ 槡３　０７２　２－３　０７２－３８４π）－４π３

π５
，

η２ ＝∫
１

０
［Ｇ２（τ，τ）＋ω２（１２

）∫
１

０
Ｇ２（τ，ｘ）ｑ（ｘ）ｄｘ］ｄτ＝８－２ππ２

。

取ｃ＝２，ｂ＝１６，Ｌ＝１　９００，则ｄ１ｂ＝３，那么可以得到：

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）≤７＜ ｃ
λη０

≈７．５，其中（ｔ，ｕ，ｖ）∈ ［０，１］×［０，２］×［－１　９００，１　９００］；

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）≥１９７＞ ｂ
λｄ１η１

≈１９６．８，其中（ｔ，ｕ，ｖ）∈ ［１４
，３
４
］×［３，１６］×［－１　９００，１　９００］；

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）≤５１６．５＜ ２Ｌ
３λｂ２η２

≈５３２，其中（ｔ，ｕ，ｖ）∈ ［０，１］×［０，１６］×［－１　９００，１　９００］。
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从以上的计算结果中可以看出，此边值问题满足定理２的条件。因此，根据定理２知道此问题至少存在

１个正解ｕ（ｔ）满足：

２＜ ｍａｘ
　

ｔ∈［０，１］
ｕ（ｔ）＜１６，ｍａｘ

　

ｔ∈［０，１］
ｕ′（ｔ）＜１　９００。
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４７７－４８４．
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ａｎｄ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ），２０１１，３２（６）：５１９－５２３．
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［１５］　郭少聪，郭彦平，张素芬．带２个参数的二阶脉冲微分方程３点边值问题的正解［Ｊ］．河北科技大学学报（Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｈｅｂｅｉ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ
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９７－１０２．

向本期载文的审稿专家致谢
本期《河北科技大学学报》共发表论文２１篇。这些论文的发表是与有关专家的认真审读、

细查资料、推敲分析、中肯评价分不开的。对此，本编辑部特向这些专家表示敬意，对他们的辛
勤劳动表示感谢。
本期载文的审稿专家名单如下（按姓名的汉语拼音顺序排列）：

顾长青　郭　奋　郭立炜　郭彦平　韩　育　刘春根
刘欣悦　马洪涛　孟范平　王国栋　王信群　魏世泽
魏祥林　闻映红　肖　南　薛建阳　杨松林　姚卫星
翟学良　张焕祯　张嘉钰　郑　涛

（本刊编辑部）
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