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基于机构最小阻力定律的旋转型

变自由度机构运动顺序研究
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摘　要：基于机构最小阻力定律，对平面旋转型变自由度机构在考虑摩擦力、重力等情况下的机构
杆件的转动条件进行了分析，提出杆件转动条件的表达式；基于泰勒级数展开式，对转动杆件考虑
摩擦时的摩擦力矩进行了线性化处理；以平面五杆机构为例对机构运动顺序进行了分析。
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　　常规机构是指在运动过程中自由度不变的机构；但有一种特殊机构，其自由度在运动过程中是变化的，
也称为变自由度机构。

２０世纪４０年代“虚运动约束副”和“最小耗功原则”的概念［１］就被应用于机构动力学研究和运动分析，

设计了钢材定尺寸机构等自由度可变化的机构。２０世纪９０年代，国内外学者和专家开始逐步研究变自由
度机构。进入２１世纪以来，变自由度机构成为国内外机构学理论研究的前沿课题，分别从机构构态［２－５］、拓

扑型［６］、动力学仿真［７－９］等多方面进行了较为深入的研究。

对变自由度机构各构件之间的运动关系进行机构运动分析和深入研究，能探索出一些新机器、新构形，
并为发明新机械和改进现有机械的性能提供有效的理论和方法。



１　具有转动副的变自由度机构运动顺序分析

１．１　机构最小阻力定律
根据机构确定运动条件可知，机构运动状态确定的条件是机构的自由度数等于机构原动件数；相反，当

机构自由度数大于机构原动件数时机构运动状态是不确定的，但这时机构运动也不是无规律可寻的，机构运
动的方向为其阻力最小的方向；当机构运动副为转动副时，机构优先转动的方向为其阻力矩最小的方向。这
种由机构阻力最小运动副来确定机构运动状态的规律称为机构最小阻力定律。
机构最小阻力定律是变自由度机构的基本定律，是设计变自由度机构的基本依据。实用的变自由度机

构可以从机构的阻力方面入手来设计。变自由度机构的运动状态利用最小阻力定律，也可以很方便地得出
结论。

１．２　转动副运动关系分析
由机构最小阻力定律可知：当机构的运动副为转动副时，阻力矩最小方向为机构优先转动的方向。考虑

摩擦力的机构转动副所受到阻力矩是摩擦力矩，

Ｊｆ＝ｒｆｖ Ｒ２ｘ＋Ｒ２槡 ｙ， （１）

式中：ｒ为转轴半径；ｆｖ 为当量摩擦系数；Ｒ２ｘ，Ｒ２ｙ 为反力分量。
在外力Ｐ作用下，以平面五杆二自由度机构为例（图１所示），分析各转动副摩擦力矩的大小，确定各构

件的先后运动顺序。

图１　平面五杆二自由度机构的受力分析
Ｆｉｇ．１　Ｆｏｒｃｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｐｌａｎａｒ　ｆｉｖｅ－ｂａｒ　ｔｗｏ－ｄｅｇｒｅｅ

ｆｒｅｅｄｏｍ　ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

各杆重力分别为Ｇｉ（ｉ＝１，２，３，４），长度分别为ｌｉ（ｉ
＝１，２，３，４，５），所受水平外力为Ｐ，ＡＳ长度为ｌＡＳ，建
立坐标系ｘ０ｙ各转动副Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ处所受的摩擦力
矩ＪｆＡ，ＪｆＢ，ＪｆＣ，ＪｆＤ，ＪｆＥ分别为

ＪｆＡ＝ｒＡｆＡ Ｒ２Ａｘ＋Ｒ２Ａ槡 ｙ， （２）

ＪｆＢ＝ｒＢｆＢ Ｒ２Ｂｘ＋Ｒ２Ｂ槡 ｙ， （３）

ＪｆＣ＝ｒＣｆＣ Ｒ２Ｃｘ＋Ｒ２Ｃ槡 ｙ， （４）

ＪｆＤ＝ｒＤｆＤ Ｒ２Ｄｘ＋Ｒ２Ｄ槡 ｙ， （５）

ＪｆＥ＝ｒＥｆＥ Ｒ２Ｅｘ＋Ｒ２Ｅ槡 ｙ。 （６）
受到驱动力后率先运动的转动副为摩擦力矩最小

的转动副。
由上述分析可知：机构所受阻力矩的大小与运动

副处的受力、转动副构件间的当量摩擦系数ｆｖ 和转轴

半径ｒ成正比，各转动副所受阻力矩的大小取决于ｒｆｖ 和 Ｒ２ｘ＋Ｒ２槡 ｙ的变化。

１．３　摩擦力矩的线性化处理及其误差分析
考虑摩擦力后的受力分析时，需要考虑转动副的摩擦力矩，从而使力的方程组非线性化了，因而考虑摩

擦力的机构力分析数学模型是一个非线性方程组。

考虑摩擦后运动副反力在ｘ，ｙ方向的分量为Ｒｘ，Ｒｙ，笔者在（Ｒ０ｘ＋Ｒ０ｙ）点将 Ｒ２ｘ＋Ｒ２槡 ｙ展开泰勒级数并取

其线性项

Ｒ２ｘ＋Ｒ２槡 ｙ≈Ａ＋（Ｒｘ－Ｒ０ｘ）
Ｒ０ｘ
Ａ ＋

（Ｒｙ－Ｒ０ｙ）
Ｒ０ｙ
Ａ ＝

Ｒ０ｘＲｘ＋Ｒ０ｙＲｙ
Ａ

， （７）

其中Ａ＝ （Ｒ０ｘ）２＋（Ｒ０ｙ）槡 ２，从而线性化摩擦力分析非线性方程组。
如上所述，若按式（７）取线性项进行计算，将带来误差，但这种简化带来的误差很小，原因分析如下：

将 Ｒ２ｘ＋Ｒ２槡 ｙ按泰勒级数展开，所带来的误差比较小，特别是当转动轴颈半径较小时，其误差将更小，产

生的误差是比ｉ＝ （Ｒ２ｘ－Ｒ０ｘ）２＋（Ｒ２ｙ－Ｒ０ｙ）槡 ２更高阶的微量。
考虑摩擦时，由式（２）—式（７）知图１平面五杆二自由度机构的转动副所受摩擦力矩分别为

ＪｆＡ＝ｒＡｆＡ Ｒ２Ａｘ＋Ｒ２Ａ槡 ｙ＝
ｒＡｆＡ（ＲＡｘ０ＲＡｘ＋ＲＡｙ０ＲＡｙ）

Ｒ２Ａｘ０＋Ｒ２Ａｙ槡 ０

， （８）
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ＪｆＢ＝ｒＢｆＢ Ｒ２Ｂｘ＋Ｒ２Ｂ槡 ｙ＝
ｒＢｆＢ（ＲＢｘ０ＲＢｘ＋ＲＢｙ０ＲＢｙ）

Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

， （９）

ＪｆＣ＝ｒＣｆＣ Ｒ２Ｃｘ＋Ｒ２Ｃ槡 ｙ＝
ｒＣｆＣ（ＲＣｘ０ＲＣｘ＋ＲＣｙ０ＲＣｙ）

Ｒ２Ｃｘ０＋Ｒ２Ｃｙ槡 ０

， （１０）

ＪｆＤ＝ｒＤｆＤ Ｒ２Ｄｘ＋Ｒ２Ｄ槡 ｙ＝
ｒＤｆＤ（ＲＤｘ０ＲＤｘ＋ＲＤｙ０ＲＤｙ）

Ｒ２Ｄｘ０＋Ｒ２Ｄｙ槡 ０

， （１１）

ＪｆＥ＝ｒＥｆＥ Ｒ２Ｅｘ＋Ｒ２Ｅ槡 ｙ＝
ｒＥｆＥ（ＲＥｘ０ＲＥｘ＋ＲＥｙ０ＲＥｙ）

Ｒ２Ｅｘ０＋Ｒ２Ｅｙ槡 ０

。 （１２）

图２　放大的转动副Ｃ
Ｆｉｇ．２　Ａｍｐｌｉｆｉｅｄ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｐａｉｒ　Ｃ

１．４　杆件转动的条件分析
如图２所示，对ＢＣ杆进行受力分析，设Ｊｆ 为转动副Ｃ所

受到的摩擦力矩，Ｊｚ 为ＢＣ杆所受到的阻力矩，Ｊｑ 为ＢＣ杆件所
受到的驱动力矩。
当ＢＣ杆受到的阻力矩与ＢＣ杆受到的驱动力矩之差小于

机构的转动副Ｃ所受到的摩擦力矩时，即

｜Ｊｑ－Ｊｚ｜＜Ｊｆ， （１３）
转动副Ｃ处于相对静止状态。
当ＢＣ杆受到的阻力矩与ＢＣ杆受到的驱动力矩之差的绝

对值大于机构的转动副Ｃ所受到的摩擦力矩时，即

｜Ｊｑ－Ｊｚ｜＞Ｊｆ， （１４）
转动副Ｃ处于相对转动状态。

１．５　平面五杆二自由度机构的受力分析
下面以图１所示平面五杆二自由度机构为例，在外力Ｐ作用下，分析各转动副摩擦力矩的大小，研究确

定各构件的运动顺序，探讨哪个构件先运动。
对于构件ＡＢ，

∑Ｆｘ ＝０，ＲＡｘ＋ＲＢｘ＋Ｐ＝０， （１５）

∑Ｆｙ ＝０，ＲＡｙ＋ＲＢｙ－Ｇ１ ＝０， （１６）

∑ＪＤ ＝０，ＪＡ＋ＪＢ－ＰｌＳＡｓｉｎφ１－Ｇ１ｌ１２ ｃｏｓφ１－ＲＢｘｌ１ｓｉｎφ１＋ＲＢｙｌ１ｃｏｓφ１ ＝０。 （１７）

对于构件ＢＣ，

∑Ｆｘ ＝０，－Ｒ′Ｂｘ＋ＲＣｘ ＝０， （１８）

∑Ｆｙ ＝０，－Ｒ′Ｃｙ＋ＲＣｙ－Ｇ２ ＝０， （１９）

∑ＪＤ ＝０，－ＪＢ＋ＪＣ－Ｇ２ｌ２２ ｃｏｓφ２－ＲＣｘｌ２ｓｉｎφ２＋ＲＣｙｌ２ｃｏｓφ２ ＝０。 （２０）

由牛顿第３定律可知

ＲＡｘ ＝Ｒ′Ａｘ，ＲＢｘ ＝Ｒ′Ｂｘ，ＲＡｙ ＝Ｒ′Ａｙ，ＲＢｙ ＝Ｒ′Ｂｙ。
当不考虑摩擦时

ＪＡ ＝ＪＢ ＝ＪＣ ＝０，　Ａ０Ｒ０ ＝Ｆ，
其中

Ａ０ ＝

１　０　 １　 ０　 ０　 ０
０　１　 ０　 １　 ０　 ０
０ ０ －ｌ１ｓｉｎφ１ ｌ１ｃｏｓφ１ ０ ０
０ ０ －１　 ０　 １　 ０
０ ０ ０ －１　 ０　 １
０ ０ ０ ０ －ｌ２ｓｉｎφ２ ｌ２ｃｏｓφ

熿

燀

燄

燅２

，

　　　　　　Ｒ０ ＝ ［ＲＡｘ０　ＲＡｙ０　ＲＢｘ０　ＲＢｙ０　ＲＣｘ０　ＲＣｙ０］Ｔ。
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对于构件ＣＤ，

∑Ｆｘ ＝０，－ＲＣｘ＋ＲＤｘ ＝０， （２１）

∑Ｆｙ ＝０，－ＲＣｙ＋ＲＤｙ－Ｇ３ ＝０， （２２）

∑ＪＤ ＝０，－ＪＣ＋ＪＤ＋Ｇ３ｌ３２ ｃｏｓ（１８０°－φ３）＋Ｒ
′
Ｄｙｌ３ｃｏｓ（１８０°－φ３）－Ｒ

′
Ｃｘｌ３ｓｉｎ（１８０°－φ３）＝０。（２３）

对于构件ＤＥ，

∑Ｆｘ ＝０，－ＲＤｘ＋ＲＥｘ ＝０， （２４）

∑Ｆｙ ＝０，－ＲＤｙ＋ＲＥｙ－Ｇ４ ＝０， （２５）

∑ＪＤ ＝０，　－ＪＤ＋ＪＥ＋Ｇ４ｌ４２ ｃｏｓ（１８０°－φ４）＋Ｒ
′
Ｄｙｌ４ｃｏｓ（１８０°－φ４）－Ｒ

′
Ｃｘｌ４ｓｉｎ（１８０°－φ４）＝０。

（２６）
由牛顿第３定律可知

ＲＤｘ ＝Ｒ′Ｄｘ，　ＲＤｙ ＝Ｒ′Ｄｙ。
当不考虑摩擦时

ＪＤ ＝ＪＥ ＝０。
同理，可求解出ＲＤｘ０，ＲＤｙ０，ＲＥｘ０ 和ＲＥｙ０。
将式（８）— 式（１２）分别代入式（１７）、式（２０）、式（２３）、式（２６）得

ｒＡｆＡＲＡｘ０
Ｒ２Ａｘ０＋Ｒ２Ａｙ槡 ０

ＲＡｘ＋ ｒＡｆＡＲＡｙ０
Ｒ２Ａｘ０＋Ｒ２Ａｙ槡 ０

ＲＡｙ＋（
ｒＢｆＢＲＢｘ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

－ｌ１ｓｉｎφ１）ＲＢｘ＋

（ ｒＢｆＢＲＢｙ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

＋ｌ１ｃｏｓφ１）ＲＢｙ－ｐ（ｔ）ｌＳＡｓｉｎφ１－
Ｇ１ｌ１
２ ｃｏｓφ１ ＝０

， （２７）

－ ｒＢｆＢＲＢｘ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

ＲＢｘ－ ｒＢｆＢＲＢｙ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

ＲＢｙ＋（
ｒＣｆＣＲＣｘ０
Ｒ２Ｃｘ０＋Ｒ２Ｃｙ槡 ０

－ｌ２ｓｉｎφ２）ＲＣｘ＋

（ ｒＣｆＣＲＣｙ０
Ｒ２Ｃｘ０＋Ｒ２Ｃｙ槡 ０

＋ｌ２ｃｏｓφ２）ＲＣｙ－
Ｇ２ｌ２
２ ｃｏｓφ２ ＝０

， （２８）

（ ｒＣｆＣＲＣｘ０
Ｒ２Ｃｘ０＋Ｒ２Ｃｙ槡 ０

－ｌ３ｓｉｎ（１８０°－φ３））ＲＣｘ＋（ｌ３ｃｏｓ（１８０°－φ３）－
ｒＣｆＣＲＣｙ０
Ｒ２Ｃｘ０＋Ｒ２Ｃｙ槡 ０

）ＲＣｙ＋

ｒＤｆＤＲＤｘ０
Ｒ２Ｄｘ０＋Ｒ２Ｄｙ槡 ０

ＲＤｘ＋ ｒＤｆＤＲＤｙ０
Ｒ２Ｄｘ０＋Ｒ２Ｄｙ槡 ０

ＲＤｙ＋
Ｇ３ｌ３
２ ｃｏｓ

（１８０°－φ３）＝０， （２９）

（ｌ４ｓｉｎ（１８０°－φ４）－
ｒＤｆＤＲＤｘ０
Ｒ２Ｄｘ０＋Ｒ２Ｄｙ槡 ０

）ＲＤｘ＋（ｌ４ｃｏｓ（１８０°－φ４）－
ｒＤｆＤＲＤｙ０
Ｒ２Ｄｘ０＋Ｒ２Ｄｙ槡 ０

）ＲＤｙ＋

ｒＥｆＥＲＥｘ０
Ｒ２Ｅｘ０＋Ｒ２Ｅｙ槡 ０

ＲＥｘ＋ ｒＥｆＥＲＥｙ０
Ｒ２Ｅｘ０＋Ｒ２Ｅｙ槡 ０

ＲＥｙ＋
Ｇ４ｌ４
２ ｃｏｓ

（１８０°－φ４）＝０。 （３０）

由式（１５）— 式（１９）知，当考虑摩擦时

ＡＲ＝Ｆ。

Ａ＝

１　０　 １　 ０　 ０　０
０　１　 ０　 １　 ０　０
ａ　ｂ　 ｃ　 ｄ　 ０ ０
０ ０ －１　 ０　 １　０
０ ０ ０ －１　０　１
０ ０ ｅ　 ｆ　 ｈ

熿

燀

燄

燅ｇ

。

其中： ａ＝ ｒＡｆＡＲＡｘ０
Ｒ２Ａｘ０＋Ｒ２Ａｙ槡 ０

；　ｂ＝ ｒＡｆＡＲＡｙ０
Ｒ２Ａｘ０＋Ｒ２Ａｙ槡 ０

；　ｃ＝ ｒＢｆＢＲＢｘ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

－ｌ１ｓｉｎφ１；

（下转第１７０页）

５２１　第２期　　　　　　　　王　峰等　 基于机构最小阻力定律的旋转型变自由度机构运动顺序研究



参考文献：

［１］　 谢立杨．国外路面清扫车概况［Ｊ］．筑路机械与施工机械化（Ｒｏａｄ　Ｍａｃｈｉｎｅｒｙ　ａｎｄ　Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ　Ｍｅｃｈａｎｉｚａｔｉｏｎ），１９９１，８（６）：２－５．
［２］　 徐学耘．真空清扫车［Ｊ］．制冷空调与电力机械（Ｒｅｆｒｉｇｅｒａｔｉｏｎ　Ａｉｒ　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ　ａｎｄ　Ｅｌｅｃｔｒｉｃ　Ｐｏｗｅｒ　Ｍｅｃｈｉｎｅｒｙ），１９９３（３）：３２－３５．
［３］　 徐 　 宁，吴三达．吸扫式扫路车的总体设计与研究［Ｊ］．商用汽车杂志（Ｃｏｍｍｅｒｃｉａｌ　Ｖｅｈｉｃｌｅ），２００６（６）：４０－４５．
［４］　ＶＡＵＧＨＮ　Ｈ　Ｒ，ＯＢＥＲＫＡＭＰＦ　Ｗ　Ｌ，ＷＯＬＦＥ　Ｗ　Ｐ．Ｆｌｕｉｄ　ｍｏｔｉｏｎ　ｉｎｓｉｄｅ　ａ　ｓｐｉｎｎｉｎｇ　ｎｕｔａｔｉｎｇ　ｆｌｕｉｄ－ｆｉｌｌｅｄ　ｃｙｌｉｎｄｅｒ［Ｊ］．Ｆｌｕｉｄ　Ｍｅｃｈ，１９８５，１１：

１２１－１３８．
［５］　 ＭＯＲＵＤ　Ｋ　Ｅ，ＨＪＥＲＴＡＧＥＲ　Ｂ　Ｈ．ＬＤＡ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ　ａｎｄ　ＣＦＤ　ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ　ｏｆ　ｇａｓ－ｌｉｑｕｉｄ　ｆｌｏｗ　ｉｎ　ａ　ｓｔｉｒｒｅｄ　ｖｅｓｓｅｌ［Ｊ］．Ｃｈｅｍ　Ｅｎｇ　Ｓｃｉ，１９９６，

５１（２）：２３３－２３５．
［６］　ＤＥＥＮ　Ｎ．Ａｎ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ａｎｄ　ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ　ｓｔｕｄｙ　ｏｆ　ｆｌｕｉｄ　ｄｙｎａｍｉｃｓ　ｉｎ　ｇａｓ－ｌｉｑｕｉｄ　ｃｈｅｍｉｃａｌ　ｒｅａｃｔｏｒｓ［Ｄ］．Ｄｅｎｍａｒｋ：Ａａｌｂｏｒｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

２００１．
［７］　ＰＬＡＣＥＫ　Ｊ，ＴＡＶＬＡＲＩＤＥＳ　Ｌ　Ｌ，ＳＭＩＴＨ　Ｇ　Ｗ．Ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ　ｆｌｏｗ　ｉｎ　ｓｔｉｒｒｅｄ　ｔａｎｋｓ（Ⅱ）：Ａ　ｔｗｏ－ｓｃａｌｅ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［Ｊ］．ＡＩＣｈＥ，１９８６，

３２（１１）：

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪

１　７７１－１　７７８．

（上接第１２５页）

ｄ＝ ｒＢｆＢＲＢｙ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

＋ｌ１ｃｏｓφ１；　ｅ＝－
ｒＢｆＢＲＢｘ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

；　ｆ＝－ ｒＢｆＢＲＢｙ０
Ｒ２Ｂｘ０＋Ｒ２Ｂｙ槡 ０

；

ｈ＝ ｒＣｆＣＲＣｘ０
Ｒ２Ｃｘ０＋Ｒ２Ｃｙ槡 ０

－ｌ２ｓｉｎφ２；　ｇ＝
ｒＣｆＣＲＣｙ０
Ｒ２Ｃｘ０＋Ｒ２Ｃｙ槡 ０

＋ｌ２ｃｏｓφ２；

Ｒ＝ ［ＲＡｘ　ＲＡｙ　ＲＢｘ　ＲＢｙ　ＲＣｘ　ＲＣｙ］Ｔ，

Ｆ＝ ［－ｐ（ｔ）　Ｇ１　ｐｌＡＳｓｉｎφ１＋
Ｇ１ｌ１
２ ｃｏｓφ１　０　Ｇ２　

Ｇ２ｌ２
２ ｃｏｓφ２

］Ｔ。

同理可求解出ＲＤｘ，ＲＤｙ，ＲＥｘ 和ＲＥｙ。
将上述所求反力代入式（８）— 式（１２）可求解出各转动副处所受摩擦力矩ＪｆＡ，ＪｆＢ，ＪｆＣ，ＪｆＤ，ＪｆＥ。对上述

各个转动副所受摩擦力矩大小的比较和分析，可以确定各构件的先后运动顺序。

２　 结 　 论

１）分析了机构在考虑摩擦力、重力情况下的摩擦力矩；并基于泰勒级数对摩擦力矩进行线性化处理，分
析了摩擦力矩线性化处理后的误差。

２）分析了杆件转动的条件，推出转动副处于相对转动和相对静止时所受力矩的关系式；并以五杆二自
由度机构为例对机构的运动顺序进行了分析。
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