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摘  要:针对 2种流体的 Allen-Cahn 型相场模型提出了一种自适应移动网格方法。移动网格方法

包括网格重分布和偏微分方程求解 2个相对独立的部分。通过求解一个类似于 Poisson方程的偏

微分方程组获得网格重分布, 大量的网格点聚集在 2种流体的界面附近从而提高了分辨率,而在其

他的区域则仅有比较稀疏的网格点。Allen-Cahn模型用有限差分方法求解,其中的大型稀疏线性

方程组使用代数多重网格快速算法求解。数值实验表明移动网格算法在提高分辨率和计算效率方

面非常有效。
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Abstract: In this paper, an adapt ive moving mesh method is propo sed and applied for solving A llen-Cahn phase- field model.

The mesh redistr ibution is obtained by solving a Po isson like partial differ ent ial equation sy stem. A plenty of g r id points ar e

cluster ed w ithin the reg ion w ith larg e so lution var iations, w hile less g rid po ints ar e located in t he reg ions w ith smooth solu-

t ions. The A llen-Cahn model is discret ized by a sem-i implicit finite difference scheme, w hich will lead to a larg e sparse linear a-l

g ebr a system. T he algebra multigr id method is used to so lv e the linear sy stem. Numer ical exper iments show that the proposed

adaptiv e appro ach is effectiv e in improv ing r eso lution and computational efficiency.
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  本文研究下面的 Allen-Cahn型相场模型[ 1] :

5<
5t = C( ý

2
<- f ( <)+ F( t) )。 (1)

  式中: ý
2
表示 Laplacian 算子; F( t)是拉格朗日乘子, 其目的是为了保持系统的总质量守恒; f ( <) =

Fc(<) ,其中F(<)=
(<2- 1)2

4�
是常见的双势阱函数,�表示界面的宽度。模型(1)由弹性混合能的变分公式导出,
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式中:弹性混合能定义为 W ( <, ý <) = Q8
p

[
1
2
| ý < | 2

+ F( <) ] dxdy ; DW
D<
是能量泛函关于<的一阶变分导

数。初始和边界条件为

< | t= 0 = <0( x , y ) ,  ( x , y) I 8p , (3)
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= 0。 (4)

  根据以上的边界条件和模型(2) , 为了保持总质量守恒, 有 F( t ) =
1

| 8p |Q8
p

f (<( x , y , t) ) dxdy , 其中

| 8p | 表示求解区域 8p 的面积。

相场模型( 1)可以描述两相流体的连续变化, 有个宽度为 G的界面层也可以被刻画出来,这和用间断的

方法来描述界面是完全不同的。相场模型的一个显著优点就是不必确定界面的位置形状, 只需要求解出变

量函数 <。现在已经有人用不同的数值方法进行了模拟, 如 Fourier 谱方法
[ 1]
、间断 Galerkin方法

[ 2]
等。移

动网格方法可以根据当前解的情况来分布网格,在变化比较剧烈的地方分布比较多的网格点,而在变化比较

平滑的区域则分布比较稀疏的网格点。这样整体上可以节省大量的网格,同时还可以在解的变化比较剧烈

的地方保持较高的分辨率。笔者就是采用文献[ 3]中提出的移动网格方法求解场模型。

1  移动网格方法

用( x , y )和(N, G)分别表示物理平面和计算平面上的变量,下面这个一一对应的映射可以将计算区域 8c

映射到物理区域 8p , x= x (N, G) , y= y( N, G) , ( N, G) I 8 c。类似的,反过来可以表示为N= N( x , y ) , G= G( x , y ) ,

( x , y ) I 8p。

  网格映射在变分形式下就是要找下面这个网格泛函的极小,

E(N, G) =
1
2Q8

p

( ý NTkG- 1
1 ý N+ ý GTkG- 1

2 ý G)dxdy , (5)

式中: ý = (5x , 5y )
T ; G1 , G2为控制函数时给定的对称正定的矩阵。一般来说,控制函数依赖于当前方程的解

及其高阶导数, 更多的项可以加到这个网格泛函中以控制网格的方向性、正交性等。

可以发现这个网格泛函直接定义在物理区域 8p 上,因此当 8p 有非常复杂的几何结构的时候直接求解

式(5) 就很不方便,文献[ 4] 提出了下面的定义在计算区域上的网格泛函。
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其中 ý
~

= (5N, 5G) T。与此泛函对应的 Euler-Lagrange方程为

( G1 x N) N+ (G1 x G) G = 0,  (G2 yN) N+ (G2y G) G = 0。 (7)

在下面的计算中取控制函数为最简单的情形 G1 = G2 = XI ,方程组( 7) 简化为

ý
~

# ( Xý
~

x ) = 0,  ý
~

# ( Xý
~

y ) = 0, (8)

采用 Gauss-Seidel ( GS) 迭代法近似求解上面的网格方程组:
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式中: x = ( x , y ) ; Xj+ 1
2
, k =

Xj+ 1, k + Xj , k
2

; Xj , k+ 1
2
=
Xj , k+ 1 + Xj , k

2
。GS迭代一直持续要相邻 2次迭代产生的网格

之间的距离足够小, 也就是 +x
[ v]

- x
[ v+ 1] + < D, 或者迭代达到事先给定的次数。在实际计算中,通常在每个

时间层上仅仅需要少数几步迭代, 所以求解网格方程组(8) 的代价并不高,为了得到比较光滑的高质量的网

格分布,需要对控制函数进行几次磨光处理, 具体如下。

Xj , k z 4
16
Xj , k +

2
16

( Xj+ 1, k + Xj- 1, k + Xj , k+ 1 + Xj , k- 1 ) +
1
16

( Xj- 1, k- 1 + Xj- 1, k+ 1 + Xj+ 1, k- 1 + Xj+ 1, k+ 1)。

一般在每个GS迭代步上进行3 ~ 5次上述的磨光处理就足够了。在每个GS迭代步结束后,需要将解得

信息从旧网格( x j , k , y j , k ) 上映射到新生成的新网格(�x j , k , �y j , k ) 上。这可以通过很多的方法实现, 比如用通常

的分片低次插值方法,由于本文的相场模型具有总质量守恒的特点,因此使用文献[ 3] 提出的守恒型插值方法,
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式中: c
x
j , k = x j , k - x

~
j , k ; c

y
j , k = y j , k - y

~
j , k。上述插值公式是由摄动理论推导而得,具体可以参看文献[ 3]。很显

然离散形式式( 10) 在下面的离散意义下满足总质量守恒,
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其中 | A j+
1
2 , k+

1
2 | 和 A

~

j+
1
2 , k+

1
2 | 表示相应控制体的体积。

2  数值算法

先给定物理区域 8p 的一个网格剖分, 记作{ A j+ 1
2
, k+ 1

2
| j , k I Z} , 然后计算平面给定一个固定的均匀剖

分,记 $N= $G= 1, 四边形控制单元 A j+
1
2
, k+

1
2
的 4个顶点分别为( x j , k , y j , k ) , ( x j+ 1, k , y j+ 1, k ) , ( x j , k+ 1 , y j , k+ 1)和

( x j+ 1, k+ 1 , y j+ 1, k+ 1) , 用 I o 表示所有的内点, 用 I b 表示所有的边界点。用半隐差分格式
[ 5]
求解相场模型(1) ,

<
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n
j , k
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t
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j , k = - Cf ( <nj , k )+ CF( tn) on I o , (11)

其中 $h 表示对 Laplacian算子 ý 2 的近似。需要指出的是,所有的计算都是在计算平面上进行的,其中所有

的微分算子都要通过坐标变换转化到计算平面上,例如:
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其中 J= xFy G- x Gy F是坐标变换的 Jacobian行列式。在式( 11)和式( 12)中出现的微分算子都使用中心差分

格式。现在给出移动网格差分方法完整的算法步骤如下。

1) 根据初始条件给出初始的网格分布。

2) 根据稳定性条件确定时间步长 $t, tn+ 1= t
n+ $t。

3) 根据数值格式式(11)求解,即向前走一个时间步求出 <n+ 1。

4) 进行网格重分布。

a)用 Gauss-Seidel迭代法解网格方程得 x
( k) , n。

b)利用插值公式( 10)将当前解的信息映射到新生成的网格 x
( k) , n上。

c)计算网格点上的控制函数并且进行磨光处理。

d)迭代执行步骤 a) - c) ,进行网格生成和插值, 直到相邻 2次生成的网格分布充分接近。

3  数值实验

在本节将移动网格差分方法用于求解 Allen-Cahn型相场模型的计算, 式( 1)中的参数设置为 �= 0. 02,

C= 0. 1,求解区域为 8p = [ 0, 2P] @ [ 0, 2P]。式( 8)中控制函数取为常用的梯度型的 X= 1+ A| ý <|
2
,其中

A为任意取定的正的小参数,在本文的算例中取 A= 5。半隐差分格式(11)将会产生一个大型的稀疏线性方

程组,对此使用快速算法代数多重网格来求解,误差限设定为 10- 8。在以下的计算中网格点数为64 @ 64,时

间步长为 $t= 0. 02。

例 1  考虑在初始的时刻,在正方形内 <= 1,在正方形以外的地方 <= - 1, 图 1给出了在某些时刻相场

的分布图以及相应的自适应网格分布, 可以看出有大量的网格点聚集在界面附近,而其他区域上相场函数几

乎为常数,有少量的网格点就足够了。从相场的发展来看其形状由正方形逐渐发展到圆形,这是由于在圆形

的情形下能够使能量泛函达到极小,这一点和参考文献是一致的 [ 1]。

例 2  初始状态为 2个相切的球,在球内区域 <= 1, 球外区域部分 <= - 1, 图 2给出了相场等高线图以

及对应的网格分布, 2个相切的球逐渐合并在一起并逐步趋向于圆形。在交界面处, 有大量的网格点聚集,

这是由于相场在这些区域有非常大的梯度值,从而导致网格方程(8)中控制函数较大,所以网格点就会密集,

而在其他区域仅有少量的网格点分布, 因为这些区域解的梯度变化不太明显。可见移动网格方法的引入节

省了网格点,同时在界面附近能够保持较高的分辨率。
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图 1  相场等高线图和相应的自适应网格分布(从上至下依次为 t= 0. 1, 0. 2, 0. 4)

F ig . 1 Contour lines and the adaptive mesh distr ibution of the phase- field model( t= 0. 1, 0. 2, 0. 4, f rom top t o bottom)

4  结  语

研究了一种快速有效的自适应移动网格差分方法,并且成功地应用到 Allen-Cahn型相场模型数值求解

中。该算法将大量的网格点聚集在界面附近, 整体上节省了数值计算的存储量,大大提高了计算效率, 同时

还保持了高分辨率。
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图 2  相场等高线图和相应的自适应网格分布(从上至下依次为 t= 0. 1, 0. 2, 0. 8)

Fig . 2  Contour lines and the adaptive mesh dist ribution o f the phase- field model( t= 0. 1, 0. 2, 0. 8, from top to bot tom)
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