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具有灰色输入率的 M / M/ 1排队系统
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摘�要:针对 M / M / 1排队模型,对其输入率的不确定性做了研究。在输入率中引入灰参数,产生

了灰色输入率, 给出了它的基本模型,并研究了其灰平稳分布和各项灰指标。且将各个灰指标进行

白化,求出了其白化值。
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Abstract: Fo r the M /M / 1 queuing model, this paper researches into the uncertainty o f its input r ate. The g ray par amet ers ar e

introduced into input rat e, so the gr ay input r ates ar e formed, and it s basic model is giv en. Furthermo re, t he paper studies its

gr ay stationar y distr ibution and g ray indicato rs. Ever y g ray indicat or is whitened, and the whit ening values are obtained.
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� �具有可变输入率的 M / M/ 1排队模型是排队论的一个重要内容。在日常生活中, 经常看到顾客到达某

服务台(窗)前, 发现顾客较多而产生犹豫,确定是否加入队列等候服务。一般而言,到达的顾客进入系统的

概率随当时的队长而发生变化。以往文献讨论了用 �k 表示当系统队长为 k 时,新来的顾客加入队列的概

率,显然有 �0= 1且lim
k � �
�k= 0。文献[ 1]讨论了到达的顾客以概率 �k=

1
k+ 1加入队列排队等候服务的情况;

文献[ 2]引入了 �参数( �> 0) ,讨论了 �k=
1
�k+ 1

的情形,使顾客进入系统的概率与顾客数 k 的关系更切合实

际情况;文献[ 3]讨论了 �k= �- k
( k � N , �> 1)的情形。而在实际生活中, 以上概率并不准确,因为顾客在确

定是否加入队列等候服务时, 要依情况而定。有些顾客到达时, 由于还有其他事急着办, 只要队列中有人,他

就要离开,除非人数极少或服务较快;而有些顾客急于接受此服务,即使队列中人数再多,也要等待。所以到

达的顾客进入系统的概率带有很大的不确定性。为此,笔者引进灰数作为不确定的信息,且这些信息被带进

M/ M / 1排队系统中,产生灰解,可以通过分析灰解的白化值实现所需的系统指标。为此, 笔者讨论了到达

的顾客以概率 �k ( � )=
1

k �+ 1
加入队列排队等候服务的情况。

1�模型假设

1)设系统中有 1个服务台。



2)系统对每个顾客的服务时间 T 服从参数为 �的指数分布。

3)顾客到达系统的时间间隔服从参数为 �的指数分布。

4)顾客的到达时间与服务时间独立,且系统容量为 �。

5)到达的顾客加入队列排队等候服务的概率 �k ( � )= 1
k � + 1

( k � N, �为正灰数)。

2�数学模型

定义 1
[ 4] �设区间灰数� � [ a, b] (0< a< b) ,其白化值为 �

~

= �a+ (1- �) b, �� [ 0, 1]。

针对灰色 M / M / 1排队模型,可把灰数的相关概念与 M / M / 1排队模型相结合,从而给出新的定义。

� �定义 2�设区间灰数� � [ a, b] ( 0< a< b) ,则 �k ( � )= 1
k � + 1

( k �N, �为正灰数) , 称为到达的顾客加

入队列排队等候服务的概率。

针对以上模型假设, 我们给出灰生灭过程的定义。

定义 3�令 X t ( � )表示时刻 t系统中的顾客数(队长) ,设{ X t ( � ) , t � 0}为一个随机过程, 若 X t ( � )的

概率分布有如下性质:

1)给定 X t ( � )= �
~

( k) ,到下一个生(顾客到达)的间隔时间服从参数为 �k ( � ) ( k= 0, 1, 2, � , )的负指

数分布;

2)给定 X t ( � )= �
~

( k) ,到下一个灭(顾客到达)的间隔时间服从参数为 �k ( k= 0, 1, 2, � )的负指数分

布;

3)同一时刻只可能发生一个生或一个灭(即同时只能有 1个顾客达到或离去) ,

则称{ X t ( � ) , t � 0}为灰生灭过程。

由灰生灭过程的定义,对灰色 M / M / 1排队模型,有

生率 �k ( � )= �
k �+ 1

, k= 0, 1, 2, �且 �是正灰数,

灭率 �k= �, k= 1, 2, � ,

其状态转移为

3�平稳分布

由排队论的原始定义, p k ( t)表示在时刻 t系统中有 k 个顾客的概率,当 t � �时, p k= lim
t � �

p k ( t )为系统的

平稳分布;而在本文中,针对所建立的灰色 M/ M/ 1排队模型, 给出一个新的定义。

定义 4�令 p k
t
( � ) = p { X t ( � ) } 表示在时刻 t 灰色排队系统中有 k 个顾客的概率, 当 t � � 时,

称 p k ( � )= lim
t� �

p k
t
( � )为系统的灰平稳分布。本模型中灰平稳分布表示为

p k ( � ) = lim
t � �

p k ( t)= �
k 1
( � + 1) (2� + 1) � [ ( k- 1) �+ 1]

p 0( � ) , k> 1,

其中: �= �
�
; p 0( � )= 1+ �+ �

2

�+ 1
+ �

3

( �+ 1)(2� + 1)
+ �+ �

k

( �+ 1) (2�+ 1) � [ ( k- 1) � + 1]
+ �

- 1

。

由状态转移图列出 k 氏方程:

对 0状态有 �p 0( � )= �p 1 ( � ) � p 1 ( � ) = �
�
p 0( � )= �p 0 ( � ) ;

对 1状态有
�
� + 1p

1 ( � )= �p 2( � ) � p 2( � )=
�
2

�+ 1p
0( � ) ;

对 2状态有
�

2 �+ 1
p 2 ( � ) = �p 3( � ) � p 3( � )= �3

( � + 1) (2� + 1)
p 0( � ) ;
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�

对 k- 1状态有
�

( k- 1) � + 1
p k- 1( � )= �p k ( � ) � p k ( � ) = �k

( �+ 1) ( 2�+ 1) � ( k- 1) � + 1
p 0( � )。

所以其灰色平稳分布为 p k ( � )= lim
t� �

pk ( t)= �k 1
( �+ 1) (2�+ 1) � [ ( k- 1) �+ 1]

p 0( � ) , k> 1,其中 �= �
�
。

由正则条件 �
�

k= 0
p k ( � ) = 1,

p 0( � ) = 1 + �+ �
2

�+ 1
+

�
3

( �+ 1) ( 2 �+ 1)
+ � +

�
k

( �+ 1) (2 �+ 1) � [ ( k- 1) �+ 1]
+ �

- 1

。

设区间灰数为 � � [ a, b] ( 0 < a < b) ,将其白化值取为 �
~

= a + �( b- a) , � � [ 0, 1]。所以其灰色平稳

分布的白化值为

p k ( �
~

) = lim
t � �

p k ( t) = �k 1

( �
~

+ 1) ( 2 �
~

+ 1) � [ ( k - 1) �
~

+ 1]
p 0( �

~

) , k > 1,

p 0( �
~

) = 1 + �+ �
2

�
~

+ 1
+

�
3

( �
~

+ 1) ( 2 �
~

+ 1)
+ � +

�
k

( �
~

+ 1) (2 �
~

+ 1) � [ ( k- 1) �
~

+ 1]
+ �

- 1

。

值得注意的是: 令 �
~

= 1, p 0( �
~

) p 0(1) = [ 1 + �+
�2

2!
+
�3

3!
+ � ]

- 1
= e

- �
,即有 p k =

�k

k !
e
- �
, ( k = 0, 1,

2, � ) ,即平稳分布为参数是 �的泊松分布。

4� 系统的主要指标

1) 顾客的灰色平均输入率

�( � ) = �
�

k= 0
�k ( � ) p k ( � ) = �p 0 ( � ) + �

�

k= 1

��
k

( �+ 1) (2 �+ 1) � [ ( k- 1) �+ 1] ( k �+ 1)
p 0( � ) =

�p 0( � ) (1 + �
�

k= 1

�
k

( �+ 1) (2 �+ 1) � [ ( k- 1) �+ 1] ( k �+ 1)
)。

2) 平均队长

N = �
�

k= 1
kp k ( � ) = �

�

k= 1
k

�
k

( �+ 1) (2 �+ 1) � [ ( k - 1) �+ 1]
p 0( � )。

3) 平均等待队长

N q = �
�

k= 1
kp k+ 1( � ) = �

�

k= 1
k

�k+ 1

( �+ 1) (2 �+ 1) � [ ( k - 1) �+ 1] [ k �+ 1]
p 0 ( � )。

4) 系统的灰色损失概率 p损

设 �k ( � ) 表示当系统队长为 k时,新来的顾客加入队列的概率

p 损 = �
�

k= 1

p k ( � ) (1 - �k ( � ) ) = �
�

k= 1

p k ( � ) - �
�

k= 1

�k ( � ) p k ( � ) =

1- p 0 ( � ) - �
�

k= 1

1
k �+ 1

�k

( �+ 1) ( 2 �+ 1) � [ ( k - 1) �+ 1]
p 0( � ) =

1- p 0 ( � ) (1+ �
�

k= 1

�k

( �+ 1) ( 2 �+ 1) � [ ( k - 1) �+ 1] ( k �+ 1)
) =

1- �( � )
�
。

若以上各指标中灰数的白化值为 �
~

= a + �( b- a) , � � [ 0, 1] ,给出一个 �值,灰数 � 就会有一个白化

值 �
~

与其相对应。所以 �
~

= a+ �( b- a) , � � [ 0, 1]。

则以上各指标的白化值即为

(下转第 102页)
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�( �
~

) = �p 0( �
~

) (1 + �
�

k= 1

�
k

( �
~

+ 1) (2 �
~

+ 1) � [ ( k- 1) �
~

+ 1] ( k �
~

+ 1)
) ;

N ( �
~

) = �
�

k= 1
kp k ( �

~

) = �
�

k= 1
k

�k

( �
~

+ 1) (2 �
~

+ 1) � [ ( k- 1) �
~

+ 1]
p 0( �

~

) ;

N q( � ) = �
�

k= 1

kp k+ 1( �
~

) = �
�

k= 1

k
�k+ 1

( �
~

+ 1) ( 2 �
~

+ 1) � [ ( k- 1) �
~

+ 1] [ k �
~

+ 1]
p 0( �

~

) ;

p损( �
~

) = �
�

k= 1
p k ( �

~

) (1 - �k ( �
~

) ) = 1 - p 0( �
~

) (1 + �
�

k= 1

�k

( �
~

+ 1) (2 �
~

+ 1) � [ ( k- 1) �
~

+ 1] ( k �
~

+ 1)
)。

例:列车售票厅只有 1个售票窗口,假定顾客到达后加入队列的概率为 �k ( � ) =
1

k �+ 1
( k � N, � 为

正灰数) ,即 �k 不只依赖队长 k ,还依赖灰参数 � 的取值,本模型假定 � � [ 0. 5, 3] ( � 的区间范围是通过抽
样调查进行估计的) , �= 0. 4, �= 0. 5。试求相应指标。

可见 �= 0. 4
0. 5

= 0. 8,当顾客数 k = 50时,顾客留下等待服务的概率为 �k ( � ) � [ 0. 006 6, 0. 038 5] ,概

率很小,所以可以把顾客数 k = 50近似为该售票口接待顾客的上限。又因为 � � [ 0. 5, 3] ,所以 � 的白化值

为 �
~

= a + �( b- a) , � � [ 0, 1]。当求出各灰色指标值后,再给出一个 �值对其进行白化。

p 0( � ) = 1+ �+
�2

�+ 1
+

�3

( �+ 1) (2 �+ 1)
+ � +

�50

( �+ 1) (2 �+ 1) � [ 49 �+ 1]
+ �

- 1

。因为

� � [ 0. 5, 3] ,将其带入 p 0( � ) ,得 p 0( � ) � [ 0. 405, 0. 505]。

同理:

�( � ) � [ 0. 200, 0. 371] ; N ( � ) � [ 0. 672, 1. 254] ; N q ( � ) � [ 0. 538, 1. 003] ; p损 ( � ) � [ 0. 072, 0. 501]。

通过调研,笔者给出 �值, 使�= 0. 4,则 p 0 ( �
~

) � 0. 445; N ( �
~

) � 0. 905; N q ( �
~

) � 0. 724; p损( �
~

) �

0. 244。

5� 结 论

在M/ M/ 1排队系统中,笔者引入了灰参数使到达的顾客以概率�k ( � ) =
1

k �+ 1
加入队列排队等候服

务,示例结果表明该方法较符合实际,丰富了 M / M / 1排队系统理论。
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