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多散射杂质对二维电子系统输运特性的影响
白志明,马 � 强

(河北科技大学理学院, 河北石家庄 � 050018)

摘 � 要:利用散射矩阵理论研究了含有多个矩形散射杂质二维系统中电子输运问题。绝对零度下,

电导随入射电子能量增大,呈台阶式上升形式;杂质宽度的减小使得电导的量子化现象增强;杂质

长度的增大,使得电导在最初阶段急剧减小, 而后呈现周期性振荡;随着散射杂质数量的增加,电导

由急剧减小也呈现周期性振荡。温度的升高使得电导台阶倾斜,量子化现象逐渐消失。
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BAI Zh-i m ing, MA Qiang

( Co llege of Sciences, Hebei Univ ersity of Science and T echnolog y, Shijiazhuang Hebei 050018, China)

Abstract: By using scatter ing matr ix theor y, the elect ron t ranspo rt in a tw o-dimensional system containing mult-i rectangular

scatter ing impurities is studied. At zero temperatur e, the conductance show s t he quantum phenomena which increases w ith the

incr ease o f electr on energ y and w ith the decr ease of the w idth o f scatter ing impur ities. T he impurity makes t he conductance de-

crease rapidly at its small length, and at larg e leng th the conduct ance show s periodic oscillat ion. In the mult-i scattering system,

the conductance no longer decreases r apidly but oscillat es w ith incr easing number of scatter ing im purities. The incr ease of tem-

peratur e makes the conduct ance stages tilt and the quantum phenomena disappear gr adually.
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� � 在凝聚态物理中,研究电子输运现象已有很长时间, 研究对象绝大多数是室温下的宏观物体。室温下,

由晶格振动所引起的非弹性效应会非常频繁地作用于电子,使其带有的相位信息被破坏掉
[ 1-9]

,因此, 电子的

波动性已几乎不起作用, 于是电子的粒子性占据了主导地位, 所运用的理论通常也是经典与半经典的方法

(比如,经典的玻尔兹曼方程, 它把电子看成是具有确定位置和动量的经典粒子,受到外场、晶格振动、杂质和

缺陷的共同作用)。尽管像玻尔兹曼方程这样的方法在上述领域中已经取得了不错的成果,但是还有很大的

局限性,它很难解决电子波动性起主要作用的电子输运问题。因为当所研究的体系尺度小到可以和电子的

德布罗意波长相比较,且在低温的情况下时, 电子的波动性将起到明显的作用。而根据不确定关系, 这时体

系中的电子不能同时具有确定的位置和确定的动量。在这样的情况下, 很多经典的概念和方法是失效的。

为了研究这种微小体系的物理特性,需要用量子理论进行研究。上述的微小体系正好属于介观体系的范畴。

电子器件一旦做到介观尺度, 在研究电子输运时就不得不考虑电子的相干性。为此,人们做了大量的实验和

理论性工作,提出了一些理论模型和数值计算方法。散射矩阵理论方法[ 10-12]是常用的方法之一。



在低温下, 介观体系表现出很多新的量子效应现象
[ 13-15]

(其中最重要的现象就是电导量子化) ,为进一步

对新的量子效应现象进行研究,笔者利用散射矩阵理论对含有多个矩形散射杂质的二维系统中电子波输运

问题进行分析, 并利用量子理论给出系统的电导。

1 � 理论和模型

二维多散射杂质电子系统如图 1所示,电子沿 x 方向透射。区域 A, B, H
Z
1� , H

Z
2� , H

Z
2�是导电区域( Z1 �

[ 2, N ] , Z2 � [ 1, N ] ) , 系统边界 y= � W 1 / 2以及中间多个矩形散射杂质(阴影部分)的边界为无限高势垒。

每个矩形散射杂质的长度设为 L 0 , 宽度为 W1 - 2W 2。每两个散射杂质的间隔为 L ,系统散射杂质数量为

N。电子在导电区域的势函数 V( x , y )为

V ( x , y) =
0, � � 区域 A, B, H Z

1� , H Z
2� , H Z

2� ( Z1 � [ 2, N ] , Z2 � [ 1, N ] ) ,

� , | y | �W1 / 2或中心矩形(散射杂质)的边界,

区域 A, � x< 0, � - W1 / 2< y< W 1 / 2,

区域 B, x> L , � - W 1 / 2< y< W1 / 2,

区域 H Z
1� , ( Z1- 2) L + L 0< x< ( Z1 - 1) L+ L 0 , - W1 / 2< y< W 1 / 2, � Z1 � [ 2, N ] ,

区域 H Z2� , ( Z2- 1) L < x< ( Z2- 1) L + L 0 , ( W 1 / 2- W 2)< y< W 1 / 2, � Z2 � [ 1, N ] ,

区域 H Z
2� , ( Z2- 1) L < x< ( Z2- 1) L + L 0 , - W 1 / 2< y< ( W2 - W 1 / 2) , � Z2 � [ 1, N ]。

图 1 � 含有多个散射杂质的二维电子系统
F ig. 1� T wo-dimensional electron sy stem w hich

contains multiple scatter ing impur ities

由于横向( y 方向)的限制作

用, 电子在 y 方向的运动是量子

化的,不同区域的量子化能级分

别为 E
A
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)
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,
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2
, 其中 m

*

为电子的有效质量, n 为量子数。

按照量子理论, 各个导电区域中

的电子波函数可以分别表示为
[ 15]
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其中 Z1 � [ 2, N ] , Z2 � [ 1, N ]。k1( n) , k2 ( n)分别为电子在导电区域方向上不同区域 x 的波矢。式(1)右端

的两项分别代表向前和向后运动的电子波。N 1为电子可能占据横向子能级数。电子的总能量与波矢及模

向量子化能量之间有如下关系
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� � 在给定的费米能量 EF 下,电子输运通道数由式(2)决定。在不同区域的交界面处,电子波函数及其导

数连续,因此在 x = 0处有方程
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由于在交界线上( W 2- W 1 / 2) < y < ( W 1 / 2- W 2) 的范围内,电子波函数数值为零, 因此在式( 3a) 两边乘以
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� � 在交界线上( W 2- W 1 / 2) < y < ( W 1 / 2- W 2) 的范围内,电子波函数对 x 的微商值不一定为零,因此在

式(4) 两边乘以 2
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� � 式(5) 、式(6) 和式(7) 可以写成矩阵形式
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其中 Q是由Q mn 组成的矩阵,上角标� T�表示转置。ki 为对角矩阵,对角矩阵元为 ki ( n)。A a , A b, H
1�
a , H
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b ,
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由此得到

A a

A b

= M1

H
1
a

H
1
b

, (10)

其中 M1 =
1
2

M
+
+ M

- � M
+

- M
-

M
+
- M

- � M
+

+ M
-

, M
+

=
1
2

( Q
T ) - 1

, M
-

= k
- 1
1 Qk 2。令 M1 =

m11 � m12

m21 � m22

,由式( 10) 得到

A b

H
1
a

= S1

A a

H
1
b

=
S
1
11 � S

1
12

S
1
21 � S

1
22

A a

H
1
b

, (11)
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11 m12。S1就是电子波在 x = 0处传播的散射

矩阵。

在 0 < x < L0 的区域内,电子波传播的散射矩阵 S2 可以直接写出,
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其中 I
2
a , I

2
b 为电子波函数系数组成的单列矩阵, ( I
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a)
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x = L0 处传播的散射矩阵。

在 L0 � x � L 的区域内,电子波传播的散射矩阵 S4 可以直接写出

S4 =
0 eik1 ( L- L

0
)

eik1 ( L- L
0

) 0
, (14)

S4 就是电子波在相邻2个矩形之间传播的散射矩阵。因此,电子波从 x = 0处(即第1个矩形的左侧) 传播到

x = L0 处(即第 1个矩形的右侧) 的散射矩阵为

SA = S 1 � S2 � S3。 (15)

同理得到电子波从每一个矩形散射杂质左侧传播到右侧的散射矩阵均为 S A。令 S B = S4 � S A , S B 为电

子波从一个矩形散射杂质右侧传播到下一个矩形散射杂质右侧的散射矩阵。因此, 电子波从区域 A 传播到

区域 B的总散射矩阵为

(16)

根据散射矩阵的定义,有

A b
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=
S11 S12

S21 S22

A a

Bb

� S
A a
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, (17)

因此 S是 1个2N 1 � 2N 1 维的矩阵,它将入射区域 A和透射区域B中电子波的振幅联系起来。由于区域 B是

输出端,则由式( 17) 得到

A b = S11 A a , Ba = S21A a。 (18)

若已经求得 S11 , S 21 ,又因为 A a 是已知的, 则 A b 和B a 可以容易地求得。例如:假如在区域 A中只有第1
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个模注入,则矩阵 A a , A b 和B a 分别为
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2

, (19)

其中 r n1代表由第1个模输入, 由第n个模反射的波振幅, tn1代表由第 1个模输入, 由第 n个模透射的波振幅。

k1( n) ( n = 1, 2, �, N 1 ) 因子的引入是为了保证流守恒条件T + R = 1。因为A a 是已知的,则由式(18) 得到

透射率和反射率分别为

T = �
N
1
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| tn1 |
2
, R = �

N
1

n= 1

| tr 1 |
2。 (20)

如果区域中有多个横向模的电子输入,则需要多次计算而求得总的透射率和反射率。零温下电导与透射

率的关系为

G(0, EF) = 2e
2

h
T =

2e
2

h �
N
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i, j = 1
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2。 (21)

� � 而在非零温度情况下, 系统电导为

G( T , EF ) = -�G( 0, EF ) �f
�E dE, (22)

其中: G(0, EF ) 是绝对零温下电导; E F 是费米能级; f =
1

e( E- E
F
) / k

B
T

+ 1
是费米分布函数。

2 � 数值计算和结果分析

图 2 � 绝对零温下两杂质系统的电导 G随入射

电子费米波矢 kF 的变化关系

F ig. 2� G VS Fermi w ave vecto r of the incident elect ron at zero

temperatur e fo r a tw o- impur ity sy st em

电子在散射区域 H �和 H �的传播

过程中, 当电子占据比较高的横向子能

级时,由于散射杂质的存在,式( 12)中的

k2 可能为纯虚数, 此时为衰减波。由于

以 k2 输运的电子运动路径有限, 因此衰

减波在数值处理过程中应予考虑。

图 2给出绝对零温情况下含有两个

散射杂质系统电导随入射电子费米波矢

的变化关系。参数选择为 0. 1 eV � E �

25 eV, W 1= 2 nm , W 2= 0. 9 nm, L = 1. 5

nm , L 0= 1. 4 nm。在系统和散射杂质尺

寸以及间隔确定的情况下, 电导 G 随着

入射电子费米波矢 k F W 1 /�的增大呈现

台阶式上升的量子化现象。第 1 个台阶

比较平整,从第 2个台阶开始, 随着台阶

的上升, 电导振荡越来越剧烈。电导的

这种量子化现象是由于电子在散射区域

H �和 H �的传播过程中, 电子在 y 方向

的运动的能量是量子化的。当入射电子

的能量 E 大于E
�
n 和E

�
n 时, 电子传输占据 n个通道,电导 G接近于nG 0 ,其中 G0= 2e

2
/ h。随着入射电子能

量 E的不断增大,电子在区域 H �和 H �的传播过程中所占据的电子通道的数量也不断增大, 电子通道的数

量每增加 1个, 电导增加单位量子电导 G0。

图 3给出了绝对零温下含有两散射杂质系统的电导 G 随着 W 2 的变化关系。参数选择为 E= 5 eV,
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图 3 � 零温下两杂质系统的电导 G 随着 W 2 的变化关系

F ig . 3� G VS W 2 at absolute zer o temperature fo r a tw o- impurit y system

W 1 = 2 nm, 0. 2 nm � W 2 � 0. 99 nm, L =

1 nm, L 0 = 0. 5 nm, d0 =
��

2m
*

E
。在系统

尺寸、散射杂质长度及间隔和入射电子能量

确定的情况下, 电导 G 随着 W 2 的增大呈现

台阶式上升的量子化现象。随着 W 2 的不

断增大,电子在 y 方向的运动的能级逐渐减

小,此时对于同样的入射电子能量 E, 电子

所占据的通道数量不断增加。W 2 每增加 1

个 d0 ,电子在区域 H � , H �的通道数就增加

1个, 电导也就增加 1 个单位的量子电导

G0。

图 4给出了绝对零温下含有两散射杂

质系统的电导 G 随着 L 0 的变化关系。参

数选择为 E= 5 eV, W 1 = 2 nm, W 2 = 0. 9

nm , L = L 0+ 0. 5 nm, 0. 01 nm � L 0 � 2 nm。

在系统的尺寸和散射杂质的宽度以及间隔,

还有入射电子的能量确定的情况下, 随着散

图 4� 绝对零温下两杂质系统的电导G随着L0的变化关系

Fig. 4� G VS L0 at absdute zero temperature for a two- impurity system

射杂质长度L 0 从 0不断增大, 最初阶段电

导 G急剧减小, 接着呈现周期性振荡。当

L0 = 0时, 相对于整个导电区域中没有散

射杂质,电子在传输过程中不会受到散射

作用。在这样的情况下, 若在区域 A 电子

占据 N 个通道, 则有电导 G= N G0 , 此时

的电导为最大值,图 4中的曲线是符合这

一理论解释的。当 L0 > 0时,开始存在散

射作用。在 L0 比较小的时候,电

导 G 随着 L 0 的不断增大急剧减小, 电导

的这种减小是一种散射效应。当 L0 增大

到 0. 2 nm 时, 随着 L 0 的增大, 电导 G 呈

现周期性振荡, 周期在 0. 6 ~ 0. 7 nm 之

图 5 � 含有五个杂质系统的电导 G随着 T 温度的变化关系
Fig. 5 � G VS temper iture T for a five- im purity system

间,振幅小于 1个单位的量子电导 G0。这

是一种干涉效应, 是电子波动性的体现。

电子在区域 A中沿 x 轴正向传输,遇到矩

形散射杂质,受其散射作用, 分为 2个电导

区域,电子在区域 H � , H �中传输, 越过矩

形散射杂质后, 汇合到区域 H �中。电子

在传输的时候, 经历了 N 个这样的过程,

最后在区域 B汇合,由于系统的对称性, 电

导 G呈现周期性振荡。

图 5给出了含有 5个散射杂质系统的

电导 G 随着温度 T 的变化关系。参数选

择为 EF= 5 eV, W1 = 2 nm , W 2= 0. 9 nm,

L= 1 nm , L 0= 0. 5 nm , 0. 1 K � T � 10 K。

在系统尺寸以及入射电子的能量确定的情

况下,系统的电导 G 随着温度 T 的升高而
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不断减小。在绝对零温情况下,电子在导电区域传输过程中, 由于受到 y 方向的限制作用, 其能量是量子化

的,形成了电子占据通道的传输模式,从而使得电导呈现台阶式的量子化现象。温度对电导的影响是极其复

杂的, 本方法只是考虑了温度对费米分布函数的影响。随着温度的不断上升, 只有能量集中于费米能级 EF

附近几个 kBT 范围内的电子才对系统的电导有贡献。所以系统的电导随着温度的不断上升而逐渐减小。

图 6 � 绝对零温下电导 G 随着散射

杂质个数 N 的变化关系
Fig. 6� G VS the number of scatter ing impurit ies

N at abso lute zer o temperature

图 6给出了绝对零温下电导 G 随着散射杂质个数

N 的变化关系。参数选择为 E= 10 eV, W 1 = 2 nm, W 2

= 0. 9 nm, L = 1. 5 nm, L 0= 1 nm。由图 6看出, 在系统

尺寸以及间隔, 还有入射电子的能量确定的情况下,随

着散射杂质的个数 N 的不断增大, 最初阶段电导 G 开

始从最大值急剧地减小, 接着呈现周期性振荡。这一点

与图 4十分相似。只有 1个散射杂质时, 电子波的传输

受到杂质的散射分为 2 个导电区域, 从而发生干涉作

用,形成电导 G的周期性振荡; 现在散射杂质变为多个,

那么电子波在传输过程中每遇到 1个散射杂质, 就会发

生 1次干涉作用, 所以最终总的干涉作用叠加在一起,

也形成了电导 G 的周期性振荡的现象。

3 � 结 � 论

在绝对零温的情况下,当散射杂质的尺寸以及间隔

确定时,随着入射电子能量的增大, 电导呈现台阶式上

升的量子化现象;当系统尺寸、散射杂质的长度及间隔和入射电子能量确定时, 随着散射区域宽度的增大,电

导呈现台阶式上升的量子化现象; 当系统的尺寸和散射杂质的宽度以及间隔,还有入射电子的能量确定时,

随着杂质长度从零不断增大, 电导在最初阶段急剧减小,接着呈现周期性振荡; 当系统和散射杂质的尺寸以

及间隔,以及入射电子的能量确定时,系统的电导随着温度的升高而不断减小; 当散射杂质的尺寸以及入射

电子能量确定时,随着散射杂质的个数的不断增大,最初阶段电导急剧减小,接着呈现周期性振荡。
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