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摘 　 要：给定图犌，考虑从其顶点集到角色集｛１，２，…，犽｝的一个满射狉。对任意２个具有相同角色

的顶点，如果它们邻域所拥有的角色构成的集合相同，则称狉为犌 的一个犽角色分配。对一些图运

算下的犽角色分配进行了研究，这些图运算包括联、笛卡尔积、字典式积、弱直积，Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图。
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１　 引 　 言

图的角色分配概念是由ＥＶＥＲＥＴＴ和ＢＯＲＧＡＴＴＩ
［１］提出的，他们称之为角色染色，公式化了源于社会

网络理论中的一个思想：具有相同社会角色的个体与具有相应角色的个体有相同的关系。

令犌＝（犞，犈）为一个图，其顶点表示个体，边表示相互关系。对于任意顶点狏∈犞（犌），狏的邻域犖犌（狏）＝犖

（狏）为犞（犌）中与狏相邻的所有顶点的集合。令狉：犞（犌）→犣，其中犣是正整数集。对于犛犞（犌），令狉（犛）＝｛狉

（狓）：狓∈犛｝，并用犌［犛］表示犛在犌 中的导出子图。对任意犻∈犣，记狉
－１（犻）＝｛狏∈犞（犌）：狉（狏）＝犻｝。如果对

于狌，狏∈犞（犌）总有

狉（狌）＝狉（狏）狉（犖（狌））＝狉（犖（狏）），

则称函数狉是犌 的一个角色分配。如果狉（犞（犌））＝｛１，２，…，犽｝，则称狉为犌 的犽角色分配。如果图犌有１

个犽角色分配，则称犌为犽角色可分配的。

至今已有许多研究角色分配、犽角色分配及其推广的文章，见参考文献［１］—文献［８］。本文研究一些图

运算下的犽角色分配，这些图运算包括联、笛卡尔积、字典式积、弱直积、Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图。文中所讨论的图均为



单图。２个有限集犃和犅 的直积为犃×犅＝｛（狓，狔）：狓∈犃，狔∈犅｝。为了方便，记犃×＝×犃＝。

２　图的联

图犌和犎 的联是一个图，记作犌∨犎，其顶点集为

犞（犌∨犎）＝犞（犌）∪犞（犎），

边集为

犈（犌∨犎）＝犈（犌）∪犈（犎）∪｛狌狏：狌∈犞（犌），狏∈犞（犎）｝。

由定义知下面的引理是显然的。

引理１　对任意顶点狌∈犞（犌），有犖犌∨犎（狌）＝犖犌（狌）∪犞（犎）；对任意顶点狏∈犞（犎），有犖犌∨犎（狏）＝

犞（犌）∪犖犎（狏）。

笔者给出一些关于图的联的犽角色分配的结果。

定理１　令犌是一个图，犓犿 是犿 阶完全图。则犌∨犓犿 是犽角色可分配的，其中１≤犽≤犿。

证明　当１≤犽≤犿时，易知犓犿 是犽角色可分配的。假设犓犿 有一个犽角色分配狉。定义犌∨犓犿 的一

个角色分配方案，

犳：犳（狏）＝１，狏∈犞（犌）；犳（狏）＝狉（狏），狏∈犞（犓犿），

对任意顶点狌∈犳
－１（１），有

犳（犖犌∨犓犿（狌））＝｛１，２，…，犽｝，

对任意顶点狌∈犳
－１（犻），犻＝２，３，…，犽，由于狌∈犞（犓犿），有

犳（犖犌∨犓犿（狌））＝狉（犖犓犿
（狌）），

因为狉是犓犿 的犽角色分配，所以犳是犌∨犓犿 的犽角色分配。

定理２　令犌是一个犽角色可分配图，犓犿 是犿 阶完全图，则犌∨犓犿 是狋角色可分配的，其中犽＋１≤

狋≤犽＋犿。

证明　假设犽＋１≤狋≤犽＋犿。令狉１ 是犌的一个犽角色分配，狉２ 是犓犿 的一个（狋－犽）角色分配。由于对

任意１≤狊≤犿，犓犿 是狊角色可分配的，不失一般性，假设狉１ 用角色１，２，…，犽，狉２ 用角色犽＋１，犽＋２，…，狋。定

义犌∨犓犿 的一个角色分配方案，

犳：犳（狌）＝狉１（狌），狌∈犞（犌）；犳（狌）＝狉２（狌），狌∈犞（犓犿）。

由引理１，对任意顶点狌∈犞（犌），

犳（犖犌∨犓犿（狌））＝狉１（犖犌（狌））∪｛犽＋１，犽＋２，…，狋｝，

对任意顶点狌∈犞（犓犿），

犳（犖犌∨犓犿（狌））＝狉２（犖犓犿
（狌））∪｛１，２，…，犽｝，

因为狉１ 是犌的犽角色分配，狉２ 是犓犿 的（狋－犽）角色分配，所以犳是犌∨犓犿 的狋角色分配。

由定理１和定理２，以下推论是显然的。

推论１　如果犌是一个犽角色可分配图，犓犿 是犿 阶完全图，则犌∨犓犿 是狋角色可分配的，其中１≤狋≤

犽＋犿。

推论２　假设犌是一个具有狀个顶点的图，并且狏是犌 的一个（狀－１）度顶点。如果犌－狏是犽角色可

分配的，则犌是（犽＋１）角色可分配的。

定理３　对任意犽个图犌１，犌２，…，犌犽，如果每个犌犻或者是一个空图，或者是一个没有孤立顶点的图，则

犌１∨犌２∨…∨犌犽 是犽角色可分配的。

证明　笔者给出犌１∨犌２∨…∨犌犽 一个角色分配方案狉：分配角色犻给犌犻 的每个顶点，其中犻＝１，

２，…，犽。对于犞（犌１∨犌２∨…∨犌犽）中具有相同角色的２个顶点狌和狏，即狉（狌）＝狉（狏），显然存在犼（１≤犼≤犽），

使得狌，狏∈犞（犌犼）。如果犌犼没有孤立顶点，则

狉（犖犌
１∨犌２∨

…∨犌犽
（狌））＝狉（犖犌

１∨犌２∨
…∨犌犽

（狏））＝｛１，２，…，犽｝；

如果犌犼是空图，则

狉（犖犌
１∨犌２∨

…∨犌犽
（狌））＝狉（犖犌

１∨犌２∨
…∨犌犽

（狏））＝｛１，２，…，犽｝＼｛犼｝，

所以狉是犌１∨犌２∨…∨犌犽 的一个犽角色分配。
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定理４　如果犌是一个具有狀个顶点的完全犿 部图，则犌是犽角色可分配的，其中１≤犽≤狀。

证明　如果犿＝１，结果是显然的。所以假设犿＞１，犞犻为部分集，并且｜犞犻｜＝狀犻，其中犻＝１，２，…，犿。显

然狀１＋狀２＋…＋狀犿＝狀。

情形１　１≤犽≤犿。

令狉（犞犻）＝｛犻｝，犻＝１，２，…，犽；狉（犞犼）＝｛犽｝，犼＝犽＋１，犽＋２，…，犿。则狉是犌 的一个犽角色分配。

情形２　犿＜犽≤狀。

注意，存在犼（１≤犼≤犿）使得
犼－１

犻＝１

狀犻＜犽≤
犼

犻＝１

狀犻，并且只需要考虑下面３种子情况。

子情形１　犼＝犿。

令

狉（犞１）＝ ｛１，２，…，狀１｝，

狉（犞２）＝ ｛狀１＋１，狀１＋２，…，狀１＋狀２｝，



狉（犞犿－１）＝ 
犿－２

犻＝１

狀犻＋１，
犿－２

犻＝１

狀犻＋２，…，
犿－１

犻＝１

狀｛ ｝犻 ，

狉（犞犿）＝ 
犿－１

犻＝１

狀犻＋１，
犿－１

犻＝１

狀犻＋２，…，｛ ｝犽 。

则容易检查狉是犌 的一个犽角色分配。

子情形２　犼＜犿且狀犼 ＝１。

令

狉（犞１）＝ ｛１，２，…，狀１｝，

狉（犞２）＝ ｛狀１＋１，狀１＋２，…，狀１＋狀２｝，



狉（犞犼－１）＝ 
犼－２

犻＝１

狀犻＋１，
犼－２

犻＝１

狀犻＋２，…，
犼－１

犻＝１

狀｛ ｝犻 ，

狉（犞犼）＝狉（犞犼＋１）＝ … ＝狉（犞犿）＝ ｛犽｝。

则容易检查狉是犌 的一个犽角色分配。

子情形３　犼＜犿且狀犼＞１。

令

狉（犞１）＝ ｛１，２，…，狀１｝，

狉（犞２）＝ ｛狀１＋１，狀１＋２，…，狀１＋狀２｝，



狉（犞犼－１）＝ 
犼－２

犻＝１

狀犻＋１，
犼－２

犻＝１

狀犻＋２，…，
犼－１

犻＝１

狀｛ ｝犻 ，

狉（犞犼）＝ 
犼－１

犻＝１

狀犻＋１，
犼－１

犻＝１

狀犻＋２，…，犽－｛ ｝１ ，

狉（犞犼＋１）＝狉（犞犼＋２）＝ … ＝狉（犞犿）＝ ｛犽｝。

则容易检查狉是犌 的一个犽角色分配。

综合情形１和情形２，定理得证。

定理５　任意２犽个或更多个图的联是犽角色可分配的。

证明　把｛１，２，…，犽｝中的每个角色分配给任意２个图的所有顶点，如果还有其他顶点，就把｛１，２，…，犽｝

中的角色任意分给它们，则这些图的联图的任意顶点的邻域的角色集都是｛１，２，…，犽｝。所以结论成立。

定理６　令犌和犎 为任意２个图。如果每个图至少有犽个顶点，则犌∨犎 是犽角色可分配的。

证明　由于犌和犎 分别有至少犽个顶点，任意给犌和犎 的顶点分配角色，只需让２个图的角色集都是

｛１，２，…，犽｝。这样对于任意顶点狏∈犞（犌∨犎），犖犌∨犎（狏）的角色集均为｛１，２，…，犽｝。所以犌∨犎 是犽角色

可分配的。

以下结果是定理６的直接推论。
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推论３　令犉是一个有限图集，｜犉｜≥２。如果对于任意犌∈犉，有｜犞（犌）｜≥犽，则犉中所有图的联是犽

角色可分配的。

由推论３，下面结论是显然的。

推论４　任意２个或更多个犽角色可分配图的联图是犽角色可分配的。

３　图的笛卡尔积

图犌和犎 的笛卡尔积是一个图，记作犌×犎，其顶点集为犞（犌×犎）＝犞（犌）×犞（犎），边集犈（犌×犎）是

由下面方法构成的。

顶点（狌，狏）和（狌′，狏′）相邻，当且仅当１）狌＝狌′并且狏狏′∈犈（犎）；或者２）狏＝狏′并且狌狌′∈犈（犌）。

注意，在此笔者用（狌，狏）表示积图的顶点，而不表示从狌到狏的有向边。

根据定义，笔者通过以下方法来构造犌×犎：首先用犎 替换犌 的每个顶点，如果狓和狔为犌 的２个相邻

顶点，则连接分别替换狓和狔的２个犎 中相对应的顶点。由此构造，可得以下引理。

引理２　对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌×犎），有犖（（狌，狏））＝（｛狌｝×犖（狏））∪（犖（狌）×｛狏｝）。

定理７　如果犌是一个没有孤立顶点的图或空图，犎 是一个犽角色可分配图，则犌×犎 是犽角色可分

配的。

证明　假设犎有一个犽角色分配狉。笔者定义犌×犎 的一个角色分配方案犳如下：对任意顶点（狌，狏）∈

犞（犌×犎），令犳（（狌，狏））＝狉（狏）。考虑任意２个角色相同的顶点（狌，狏），（狌′，狏′）∈犞（犌×犎），即犳（（狌，狏））＝

犳（（狌′，狏′））。当犌没有孤立顶点时，对任意顶点狌∈犞（犌），有犖（狌）≠，并且由引理２，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（（｛狌｝×犖（狏））∪（犖（狌）×｛狏｝））＝狉（犖（狏））∪狉（狏），

犳（犖（（狌′，狏′）））＝犳（（｛狌′｝×犖（狏′））∪（犖（狌′）×｛狏′｝））＝狉（犖（狏′））∪狉（狏′）。

　　当犌为空图时，对任意顶点狌∈犞（犌），有犖（狌）＝，并且由引理２，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（（｛狌｝×犖（狏）））＝狉（犖（狏）），

犳（犖（（狌′，狏′）））＝犳（（｛狌′｝×犖（狏′）））＝狉（犖（狏′））。

因为犳（（狌，狏））＝狉（狏），犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），所以狉（狏）＝狉（狏′）。又因为狉是犎 的一个犽角色分配，

所以有狉（犖（狏））＝狉（犖（狏′））。因此在每种情况下都有犳（犖（（狌，狏）））＝犳（犖（（狌′，狏′）））。从而犳是犌×犎

的犽角色分配。

推论５　如果犌是一个没有孤立顶点的图或者是空图，犓犿 是犿 阶完全图，则犌×犓犿 是犽角色可分配

的，其中１≤犽≤犿。

证明　因为当１≤犽≤犿时，犓犿 是犽角色可分配的，所以由定理７立即可得结论。

定理８　如果图犌有一个犽角色分配狉，使得对任意犻∈｛１，２，…，犽｝，犌［狉
－１（犻）］没有孤立顶点，则对每个

图犎，犌×犎 是犽角色可分配的。

证明　假设狉是犌 的一个犽角色分配，并且对任意犻∈｛１，２，…，犽｝，犌［狉
－１（犻）］没有孤立顶点。则对任意

顶点狌∈犞（犌），有狉（狌）∈狉（犖（狌））。对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌×犎），令犳（（狌，狏））＝狉（狌）。现在笔者证明犳

是犌×犎 的一个犽角色分配。令（狌，狏），（狌′，狏′）为犌×犎 中任意２个具有相同角色的顶点，即犳（（狌，狏））＝

犳（（狌′，狏′））。由引理２，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（（｛狌｝×犖（狏））∪（犖（狌）×｛狏｝））＝

｛狉（狌）｝∪狉（犖（狌）），　如果犖（狏）≠，

狉（犖（狌））， 如果犖（狏）＝｛ ，
＝狉（犖（狌）），

犳（犖（（狌′，狏′）））＝犳（（｛狌′｝×犖（狏′））∪（犖（狌′）×｛狏′｝））＝

｛狉（狌′）｝∪狉（犖（狌′）），　如果犖（狏′）≠，

狉（犖（狌′））， 如果犖（狏′）＝｛ ，
＝狉（犖（狌′））。

　　因为犳（（狌，狏））＝狉（狌），犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），所以狉（狌）＝狉（狌′）。又因为狉是犌 的一个犽角色分配，

所以有狉（犖（狌））＝狉（犖（狌′））。因此有犳（犖（（狌，狏）））＝犳（犖（（狌′，狏′））），即犳是犌×犎 的一个犽角色分配。

推论６　对于给定图犎 和犿 阶完全图犓犿，犎×犓犿 是犽角色可分配的，其中１≤犽≤

└
犿
２┘

。
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证明　假设１≤犽≤

└
犿
２┘

。分配｛１，２，…，犽｝中的角色给犓犿 的顶点，使得对｛１，２，…，犽｝中的每个角色，

至少有犓犿 的２个顶点拥有它。显然此角色分配是满足定理８条件的一个犽角色分配，所以由定理８，结论

立即可得。

４　图的字典式积

２个图犌和犎 的字典式积是一个图（见文献［９］和文献［１０］），记作犌［犎］，其顶点集为犞（犌［犎］）＝

犞（犌）×犞（犎），边集犈（犌［犎］）由下面方法构成。

顶点（狌，狏）和（狌′，狏′）相邻，当且仅当１）狌狌′∈犈（犌）；或者２）狌＝狌′并且狏狏′∈犈（犎）。

注意，在此笔者仍用（狌，狏）表示积图的顶点，而不表示从狌到狏的有向边。由定义，可以构造犌［犎］如

下：首先用犎 替换犌 的每一个顶点，如果狓和狔为犌 的２个相邻顶点，则连接替换狓的犎 中的每个顶点和

替换狔的犎 中的每个顶点。由此构造可得以下引理。

引理３　对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌［犎］），有犖（（狌，狏））＝（犖（狌）×犞（犎））∪（｛狌｝×犖（狏））。

定理９　令犎 是一个没有孤立顶点的图或者是空图。如果犌是犽角色可分配的，则犌［犎］和犎［犌］都

是犽角色可分配的。

证明　假设犌有一个犽角色分配狉。注意，对于任意顶点狏∈犞（犎），当犎 没有孤立顶点时，犖（狏）≠；

当犎 为空图时，犖（狏）＝。

首先证明犌［犎］是犽角色可分配的。对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌［犎］），令犳（（狌，狏））＝狉（狌）。下面证明犳

是犌［犎］的一个犽角色分配。对于任意２个具有相同角色的顶点（狌，狏），（狌′，狏′）∈犞（犌［犎］），即犳（（狌，狏））＝

犳（（狌′，狏′）），由引理３，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（（犖（狌）×犞（犎））∪（｛狌｝×犖（狏）））＝

狉（犖（狌））∪｛狉（狌）｝，　如果犖（狏）≠，

狉（犖（狌））， 如果犖（狏）＝｛ ，

犳（犖（（狌′，狏′）））＝犳（（犖（狌′）×犞（犎））∪（｛狌′｝×犖（狏′）））＝

狉（犖（狌′））∪｛狉（狌′）｝，　如果犖（狏′）≠，

狉（犖（狌′））， 如果犖（狏′）＝｛ ，

因为犳（（狌，狏））＝狉（狌），犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），所以狉（狌）＝狉（狌′）。又因为狉是犌 的一个犽角色分配，所以

有狉（犖（狌））＝狉（犖（狌′））。因此在每种情况下都有犳（犖（（狌，狏）））＝犳（犖（（狌′，狏′）））。即犳是犌［犎］的一个

犽角色分配。

现在证明犎［犌］是犽角色可分配的。对任意顶点（狌，狏）∈犞（犎［犌］），令犳（（狌，狏））＝狉（狏）。对于任意２

个具有相同角色的顶点（狌，狏），（狌′，狏′）∈犞（犎［犌］），即犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），由引理３，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（（犖（狌）×犞（犌））∪（｛狌｝×犖（狏）））＝

狉（犞（犌））∪狉（犖（狏））＝｛１，２，…，犽｝，　如果犖（狌）≠，

狉（犖（狏））， 如果犖（狌）＝｛ ，

犳（犖（（狌′，狏′）））＝犳（（犖（狌′）×犞（犌））∪（｛狌′｝×犖（狏′）））＝

狉（犞（犌））∪狉（犖（狏′））＝｛１，２，…，犽｝，　如果犖（狌′）≠，

狉（犖（狏′））， 如果犖（狌′）＝｛ ，

因为犳（（狌，狏））＝狉（狏），犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），所以狉（狏）＝狉（狏′）。又因为狉是犌 的一个犽角色分配，所以

有狉（犖（狏））＝狉（犖（狏′））。因此在每种情况下都有犳（犖（（狌，狏）））＝犳（犖（（狌′，狏′）））。即犳是犎［犌］的一个犽

角色分配。

由于当１≤犽≤犿时，犓犿 是犽角色可分配的，由定理９，立即有下面推论。

推论７　令犓犿 是一个犿 阶完全图。如果图 犎 是一个没有孤立顶点的图或者是空图，则 犎［犓犿］和

犓犿［犎］都是犽角色可分配的，其中１≤犽≤犿。

定理１０　如果图犌有一个犽角色分配狉，对任意犻∈｛１，２，…，犽｝，犌［狉
－１（犻）］没有孤立顶点，则对任意图
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犎，犌［犎］是犽角色可分配的。

证明　假设狉是犌 的一个犽角色分配，对任意犻∈｛１，２，…，犽｝，犌［狉
－１（犻）］没有孤立顶点。则对任意顶点

狌∈犞（犌）有狉（狌）∈狉（犖（狌））。对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌［犎］），令犳（（狌，狏））＝狉（狌）。现在证明犳是犌［犎］的

一个犽角色分配。对于任意２个具有相同角色的顶点（狌，狏），（狌′，狏′）∈犞（犌［犎］），即犳（（狌，狏））＝

犳（（狌′，狏′）），由引理３，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（（犖（狌）×犞（犎））∪（｛狌｝×犖（狏）））＝

狉（犖（狌））∪｛狉（狌）｝，　如果犖（狏）≠，

狉（犖（狌））， 如果犖（狏）＝｛ ，
＝狉（犖（狌）），

犳（犖（（狌′，狏′）））＝犳（（｛狌′｝×犖（狏′））∪（犖（狌′）×｛狏′｝））＝

｛狉（狌′）｝∪狉（犖（狌′）），　如果犖（狏′）≠，

狉（犖（狌′））， 如果犖（狏′）＝｛ ，
＝狉（犖（狌′）），

因为犳（（狌，狏））＝狉（狌），犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），所以狉（狌）＝狉（狌′）。又因为狉是犌 的一个犽角色分配，所以

有狉（犖（狌））＝狉（犖（狌′））。因此犳（犖（（狌，狏）））＝犳（犖（（狌′，狏′）））。即犳是犌［犎］的一个犽角色分配。

定理１１　如果图犌有一个犽角色分配狉，对任意顶点狌∈犞（犌），有狉（犖（狌））＝｛１，２，…，犽｝，则对任意图

犎，犌［犎］和犎［犌］都是犽角色可分配的。

证明　假设狉是犌 的一个犽角色分配，使得对任意顶点狌∈犞（犌），有狉（犖（狌））＝｛１，２，…，犽｝。则犌没

有孤立顶点，即对任意顶点狌∈犞（犌），有犖（狌）≠。对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌［犎］），令犳（（狌，狏））＝狉（狌）。

由引理３，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（（犖（狌）×犞（犎））∪（｛狌｝×犖（狏）））＝狉（犖（狌））∪｛狉（狌）｝＝｛１，２，…，犽｝，

显然犳是犌［犎］的一个犽角色分配。

对任意顶点（狌，狏）∈犞（犎［犌］），令犵（（狌，狏））＝狉（狏）。由引理３，有

犵（犖（（狌，狏）））＝犵（（犖（狌）×犞（犌））∪（｛狌｝×犖（狏）））＝

狉（犞（犌））∪狉（犖（狏）），　如果犖（狌）≠，

狉（犖（狏））， 如果犖（狌）＝｛ ，
＝｛１，２，…，犽｝，

所以结论成立，定理得证。

推论８　令犓犿 为犿 阶完全图。对任意图犌，犌［犓犿］和犓犿［犌］都是犽角色可分配的，其中１≤犽≤

└
犿
２┘

。

证明　假设１≤犽≤

└
犿
２┘

。把｛１，２，…，犽｝中的角色分配给犓犿 的顶点，使得对每个角色犻∈｛１，２，…，

犽｝，至少被犓犿 的２个顶点所拥有。容易看出此分配是犓犿 的一个犽角色分配，并满足定理１１中犌的性质，

所以由定理１１，结论成立。

５　图的弱直积

图犌和犎 的弱直积是一个图（见文献［１０］和文献［１１］），记作犌犎，

其顶点集为

犞（犌犎）＝犞（犌）×犞（犎），

边集为

犈（犌犎）＝｛（狌，狏）（狌′，狏′）∶狌狌′∈犈（犌），狏狏′∈犈（犎）｝。

注意，在此笔者仍用（狌，狏）表示积图的顶点，而不表示从狌到狏的有向边。由定义，下面引理是显然的。

引理４　对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌犎），有犖（（狌，狏））＝犖（狌）×犖（狏）。

推论９　如果图犌是空图，则对任意图犎，犌犎 也是空图。

推论１０　假设｛犌１，犌２，…，犌犿｝是一组图，其中某个犌犻 是空图。则犌１犌２…犌犿 是犽角色可分配

的，其中１≤犽≤｜犞（犌１）｜·｜犞（犌２）｜·…·｜犞（犌犿）｜。
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证明　根据推论９，犌１犌２…犌犿 是一个空图，其顶点数为｜犞（犌１）｜·｜犞（犌２）｜·…·｜犞（犌犿）｜，所

以结果显然成立。

定理１２　如果图犌是犽角色可分配的，犎 是一个没有孤立顶点的图或者是空图，则犌犎 是犽角色可

分配的。

证明　如果图犎 是空图，则由推论１０知结论成立。所以假设犎 是１个没有孤立顶点的图，并且犌有１

个犽角色分配狉。注意，对任意顶点狏∈犞（犎），有犖（狏）≠。对任意顶点（狌，狏）∈犞（犌犎），令犳（（狌，狏））＝

狉（狌）。现在证明犳是犌犎 的１个犽角色分配。对任意２个角色相同的顶点（狌，狏），（狌′，狏′）∈犞（犌犎），即

犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），由引理４，有

犳（犖（（狌，狏）））＝犳（犖（狌）×犖（狏））＝狉（犖（狌）），

犳（犖（（狌′，狏′）））＝犳（犖（狌′）×犖（狏′））＝狉（犖（狌′）），

因为犳（（狌，狏））＝狉（狌），犳（（狌，狏））＝犳（（狌′，狏′）），所以狉（狌）＝狉（狌′），又因为狉是犌 的１个犽角色分配，所以

狉（犖（狌））＝狉（犖（狌′））。因此犳（犖（（狌，狏）））＝犳（犖（（狌′，狏′））），即犳是犌犎 的１个犽角色分配。

由定理１２，立即可得下面结论。

推论１１　假设｛犌１，犌２，…，犌犿｝是一个图集，其中每个图犌犻都没有孤立项点。如果其中有一个是犽角色

可分配的，则犌１犌２…犌犿 是犽角色可分配的。

６　犕狔犮犻犲犾狊犽犻图

图犌＝（犞，犈）的 Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图
［１２１３］，记作μ（犌），其顶点集为犞∪犞′∪｛狌｝，其中犞′＝｛狓′：狓∈犞｝；

边集为犈∪｛狓狔′：狓狔∈犈｝∪｛狔′狌：狔′∈犞′｝。对于狀≥２，μ
狀（犌）＝μ（μ

狀－１（犌））。

对于 Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图的犽角色分配有以下结果。

定理１３　如果图犌有１个犽角色分配狉使得 ∩
狓∈犞（犌）

狉（犖（狓））≠，则μ（犌）是犽角色可分配的。进而，对

任意正整数狀，μ
狀（犌）也是犽角色可分配的。

证明　假设图犌有一个犽角色分配狉，使得 ∩
狓∈犞（犌）

狉（犖（狓））≠。不失一般性，假设１∈ ∩
狓∈犞（犌）

狉（犖（狓））。

此时，对任意顶点狓∈犞（犌），１∈狉（犖（狓））。所以有 ∪
狓∈狉

－１（１）

犖（狓）＝犞（犌），进而 ∪
狓∈狉

－１（１）

狉（犖（狓））＝｛１，２，…，

犽｝。因为对任意２个顶点狓，狔∈狉
－１（１），有狉（犖（狓））＝狉（犖（狔）），所以对任意顶点狓∈狉

－１（１），有狉（犖（狓））＝

｛１，２，…，犽｝。现在给μ（犌）一个角色分配方案犳如下：对任意顶点狓∈犞（犌），令犳（狓）＝狉（狓）；对任意顶点

狓′∈犞′，令犳（狓′）＝狉（狓）；令犳（狌）＝１。容易验证犳是μ（犌）的一个犽角色分配。

进一步的结果类似可证。
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