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摘 要 �
研究 了一类非单调线搜 索修正 � � 法

,

在适 当的条件下
,

对一般非凸 函数
,

证明 了在新给 出

的非单调线搜 索下修正的 � � 共扼梯度方 法的全局收敛性
,

数值结 果表明 了该算法 的有效性
。
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1 引 言

对于无约束最优化问题 mi nf (x)
,

其中 f
:
r ~ R 连续可微

,

共扼梯度法的一般形式为
工
e R ”

、,户、,
了

1
1

9
曰Z、

了了、
x 针1 = x * + a

,
d

; ,

k = O

,

1

,

2

,

…

一 g
掩 ,

k = O

,

一 g
走
+ 风d

k一 1 ,

k
)

1

,

其中 风是参数
,

关于 尽 的不同取法就对应不同的共扼梯度法
。

1 9 8 6 年 G R IP P O L 等人首先 提出非单调线性搜索技术 (以下简称 G L L 笋
’〕

,

但 至 20 世纪 90 年代初
,

L U
CI DI

S 等人才研究 了非单调强 W ol f
e
线性搜索方法在共扼梯度算法的应用川

,

即寻找步长 因子
a*
满足

f (x
* + a*d *) 蕊 1llaX

0《J( 之( k )
f (

X
冷二 ) + 。

kg :、
走

和 } d :g (X
*
十
ak
、
*
, .、一、:、

* ,

其中 。< , < 。<

合
,

M 是正整

数
,

l( 0) 一 。
,

o 镇 l( k) 簇 m in {l( k 一 1) 十 1
,

M )

,

k
)

1

,

证 明了对于满足 !风 }戒衅 的共扼梯度法的全局收

敛性
。

1 9 9 9 年
,

刘光辉等人在同样的非单调强 W ol f
e
线性搜索方法下

,

证明了两类经典的共扼梯度法 PR P 方

法和 H S方法对凸 目标函数在上述非单调 W ol f
e线性搜索下全局收敛川

。

2 0 0 2 年
,

戴或虹将 G LL 搜索与混合

共扼方法 D Y
一

C D 方法结合进行了研究川
。

D Y 共扼梯度方法是戴或虹和袁亚湘在 1999 年提出的圈
,

2 0 0 0 年两位学者又在其专著中给出如下修正
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的 D Y 方法 (M D Y )[s 〕:

迭代公式为式(1)
,

搜索方向为

一 g
h ,

一氏g
*
+ d k--

1

k 一 0
,

k
)

1

,
( 3 )

其中

0、 一 斋
,

醋
户k

_ 日g
*
{}
2

d二
l(g *一 g 、: )

。 ( 4 )

笔者给出了一类非单调线性搜索(N LS)
,

将其与 M D Y 方法结合
,

研究了这类算法对于一般非凸函数的

收敛性质
,

证 明思想来源于 G L L 搜索
,

文献 [7〕也使用了相同技巧
,

同时还借鉴文献「8〕所提 出的一类非单

调线性搜索
,

在每步计算步长因子
a* 时

,

引进适时变化的初始测试步长 八
。

2 算 法

给定 。
> 。

,

召〔 (O
,

1 )

,

占任 (O
,

1 )

,

M 是非负整数
,

初始测试步长采取不变时令
r*
一 1

,

或者采取可变初

始测试步长
r* 一一 嗒万d

备

。

取 。* 一 尸(k) 八
,

m ( k) 一 o
,

1

,

2

,

…
,

m (k ) 是使式(5) 成立的最小非负整数
,

f (
x
去

+
a *

d
*
) 镇 nlaX

Q( z( l(k)
f (x *

,

) 一 占}1
。 ;

d
*

其中
,

l ( o ) = o

,

o 镇 l(k ) 镇 m in {l(k 一 1) + 1
,

M }

,

k
)

1

。

显然
,

如果 d
*
是下降方向

等式 (5) 总是成立的
,

因此满足条件的
a*
存在

。

非单调线搜索(N LS) 算法

1)给定
。
> o

,

口〔 (O
,

1 )

,

占任 (O
,

1 ) 和非负整数 M
,

已有 x
*一 ,

( O 镇 ] 镇 l(k ))

(5 )

,

则当m (k) 充分大时
,

不

,

其 中 l(o ) = O
,

l ( k ) =

m i
n

{
l ( k 一 l) + l

,

M }

,

k
)

1
;

d

丧 ;
g
* 。

令
r* = 1 或 :

k og 万d
*

}!d
*
}-

。口秃
=

r 走 。

2 ) 如果 f (x
庵
+

a ‘
d
*
)

一攀尽爪
)f (x ‘一 ) > 一 占1l

a *d ‘

11

2 ,

则转 3) , 否则
,

转 4)
。

3 ) 如果
a左
镇 r
* ,

则
a;
~
a谓

,

转 2) ;否则
,

终止
, a

谓 即为所求
。

‘”口果 一 ) 一则一青
,

转 2”否则
,

终止
,

一 即为所求
。

基于上述 N L S 搜索
,

参照一般共扼梯度算法迭代格式
,

易于构造新的 M D Y 算法
。

3 算法的收敛性分析

先给出一般性假设
:

(A I) 水平集 L
。
一 {x 】f (x )镇 f (x

。
)

,
x 〔 R

”

} 有界
。

( A Z )
f( x) 在 L

。

上可微
,

且它的梯度 g (x) 一 甲 f( 劝 满足 Li psch it
z 条件

,

即存在 L > O
,

使得

}}g (x )一 g ( y ) }{ 镇 L 日二 一 y 日
,

V
x

,
y 任 L

。 。

(6 )

显然可知
:

a)在水平集 L
。

上
,

f( x) 连续
,
g

(x
) 有界

。

b) 若假设 (A l)
,

( A 2) 成立
,

则函数 f( x) 在水平集 L
。

上有界且一致连续
。

引理 1 若搜索方 向 d
走

是下降方向
, a *

由 N L S 搜索得到
,

则 由式 (1 ) 得到的点列 {二
乏

} 已 L
。 。

证明 由式(5 )通过逐层计算可得
。

口

引理 2 步长因子
a* 由非单调线搜索 N LS 得到

,

则由式 (1)
、

式 (3 ) 和式 (4) 定义 的修正 D Y 方法可满

足[
, 〕

g 翔
*
一一 }} g

。
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’ ,

k 一 。
,

1

,

2

,

…
。

证明 显然 gj d
。

- 一 !}g
。

日
2。
对于 k 妻 1

,

二
,

二 , 。 . , 、
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1
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v
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二
d 二
1
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;
)
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d二
1(g 、一 g *一 l )
}} _ 日 2

g 万g
* + g万d 卜

1
一一 d乙

,
( g

,
一 g

k一 ,
) + g 万d k--

:
一 d二

lg k一 1

于是
,

可得到递推关系式
,

g 万d
走
一 g吞

,

成
一 , ,

所以

g荟d
*
一 g乙

1
战一l 一 g孟

Zd o Z -
· ·

一
g不d 。 - 一 }}g

。

}}

2 。

口

引理 2 表 明
,

修正的 D Y 方法得到的搜索方向 d
。

是下降方向
。

为简明起见
,

引人记号
:h (k ) 一 m aX {i } 0 镇 k 一 i镇 l(k )

,

f (x

/

) 一
。

翼爪
)f(x *

,

)}

·

于是
,

式 (5 ) 改写为

f (x、
1
) 镇 f (x

*(*)) 一 占Jl
a *d 。

l]

2 。

( 7 )

引理 3 在 假 设 (A l) 的 条 件 下
,

序 列 {f( x h(k
)
)} 单 调 下 降

,

且 hm f (x (̂k
)) 存 在

,

以 及

1im ah(*卜1
h~
(粥

d

、(* 卜 ,

日= o
。

证明 由式(7)
,

知对所有的 k
,

f(

x 、 ,
) 毛 f( x h(k

))都成立
。

再由 N L S

f (x
、( 走)

) 镇 1llaX
0簇J《l(k一1 )+ 1

f (
x 。 ,

) = m
a x

{ f (
x

* ( 走一 1 ,
)

,

f (
二* ) }

即 {f (x
h(k,

) } 单 调 下 降
,

占}}
a *(*卜 ,

d
* ( *卜1 }}

’ ,

两边令

引理 4 在假设(A I)

又 由 (b ) 可 知 lim f (x
*〔*〕

) 存 在
。

由 式 (7 )

搜索
,

有

= f (x
、( *一 , ,

)

,

有 f (x
*(*)) 镇 f (x

*(、( *卜1) ) 一

k ~ co
,

并注意到 占> o
,

故有 lim }}
a*《*卜ld *〔*卜 ,

1}

,

( A Z ) 的条件下
,

有lim a*
{ld
*
11 = O

。

“
一 O

。

得证
。

口

证明 记 h( k) 一 h (k 十 M + 2)
,

先用数学归纳法证明
、、少少八60口

了r、
‘
、

1
i

m

a 、〔‘卜‘

}}
d
、

,

对任意的 i) 1
,

下面两式成立
:

= O
,

k
~

l i m

k
~ 叨

f (
x 、(*卜、

) =

( k )一 七

1 i m

k 净山

当 i一 1 时
,

显然伍快) }二 {人快 )}
,

再由引理 3可知 lim

f (x
*(*)

f (x 、
(*) ) 一 lim f (x

、( * )
)

,

并可得式 (8 )成立
。

于

是
,

}}

x 、(* ) 一 x 、
(*卜1 ~ o

,

( k
~ co

)

,

再 由(b ) 得lim f (x ‘
(h)一 ,

) 一 lim f (x
、(k)

) = lim f (
x *(k) )

,

即式(9)对

i 一 1 成立
。

现假设对给定的 i
,

式(8) 和式 (9)成立
,

由式 (7)
,

有 f (x ‘
(泛卜 ,

) 镇 f (x
、(、(。卜

:一 1 ,
) 一 占Il

a、(。卜一 ,
d
、(;卜

!一 1
11

2 ,

两边令 k ~ co
,

有 lim
‘

a 、(* )一( 1+ 1 )

l}
d 、
(*)一 (、1)

11 一 0
。

即对任意的 i) 1
,

式 (8 ) 成立
。

工万“)一
,

一 工万(k)一(汁1) ~
O

,

( k
~ 二 )

,

因而 有 lim f (x ‘
(, 卜 (

,
+ 1 )

) = l i m f (
x 、(。)一

:

) =

丧
~ 伪

厘

上式 隐含 着 日

f(x
*(丧)

)

,

这说明
,

对任意的 i ) 1
,

式 (9 ) 也成立
。

由 h 及 h 的定义可得 工片1一 工‘(虎) 艺 a、(
; )一‘

d
‘(走)一* 镇 艺 1l

a、(*卜该
d
“‘, 一‘ 。

两边令 k、 co

由式(8)
,

有 lim llx、
;
一x 、

(k)

11 = O
。

于是
,

有lim f (x
*) = lim f (x、

(。)
) = l im f (

x
、(; )

)

。

再对式 (7) 两边令

k ~ co
,

将有引理 4 成立
。

口

引理 5 在假设(A l)
,

( A 2) 的条件下
,

d

*

是下降方向
,
a *

由 N L S 搜索得到
,

则存在常数 C
:
> 0

,

使得对

任意的 ‘

列
,

有 ak ) c
Z

气裔誉
。

证明 当
a ,

) 一
嗒万d

乏

}}
d
*

11

: 时
,

显然成立
。

若
a* < 一 og 万d

*

}}d
*
}}
: ,

由式 (5)
,

计算可得

f( x
乏
十

吟
)一 f( x 乏 ) > 一 。(粤)

2
11、

*
11

户 户

。
_
七二 、 * 沽。二翔、

, 。 、 二扣 、
;二 , 。。

二 , _ . 。

口
*、 f , _ 、

/ ak g
Z
d
。 .

1
; , a * 、 2 : 二 .1 2

、
夕J 一 刀 田月 , 田 , ,

1主主人匕 决王 甲“ J 、 、 U , 2 凡 牛口7 屯 州 另
声

川 ,寸
,

J
\ 沈乏 门厂 一灭一 / 一J

、沈k Z 女之

—
言一一 〕一 1 丁‘ 、二犷/ {} “ k }l 。 : 自

户 户 ‘ 户

合 以上两式可取 c
Z

一叶
饭

假{
满足结论要求

。

口

定理 在假设(A l)
,

( A 2) 的条件下
,

对于本文算法
,

其中搜索方向采用修正的 DY 方法
。

若存在常数 G >

o ,

使得对充分大的 k 满足

}}d
*
1} ( Cs

则要么存在某个 k
,

使得 }1 9
*
】} = o

,

要么有lim i
nf 119

*
(10 )

= 0
。

证明 使用反证法
。

假设结论不成立
,

则存在常数
。
> o

,

使得对任意 k ) 。
,

有 }19
*
!i )

。。

再由引理 5
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和引理 2 有
,

a *

} { d

*

} ,
\ 。 } g扭

。

} ~ c
Z

!}
g
。

日
2

日
翻

‘二 七 夕 - 下不- - 二- - 节下-- 袱 二二 一一节下一一二一节下一一
}} d

k
}}

一

日d
h
日

)
C
ZeZ

d
k ) o

,

其中 C
Z
> O

,

将上式两边令 k ~ co

理 4可得 lim
C Z￡2

d
k

一 。
,

这意味着
,

h m 日d
走

日一+ co
。

而另一方面
,

由(a) 知 g
走

有界
,

故上式同式(10 )

,

由引

矛盾
。

k 冲加 k~ 加

因此
,

假设有误
,

结论成立
。

口

4 数值结果

限于篇幅
,

仅列 出数值实验中很小部分
。

程序由 M at lab 6
.
5 编制

。

测试函数均来源于文献[9]
,

函数名称

后的括号内标明的是变量个数
。
n *

表示迭代次数
,

n 了
表示函数值计算次数

。

对 M D Y 共扼梯度方法分成两种

情况进行数值实验
,

一类是初始测试步长依本文的公式进行修正的情形(表 1)
,

另一类是初始测试步长固定

为 1 的情形 (结果略)
。

从 比较结果来看
,

笔者的算法更有效
。

表 1 初始 测试步长改 变

T ab
.1 T est w hen initialteststeP size 15 adjusted

问题

方法

G aussian (3) T rigonom etrie(1 000 ) E xtended R osenbroek (10 ) E xtended R osen broek (100 )

N L S G L L

T rigonom etrie(100)

N IJS G L L N L S G L L N L S G L L N L S G L L

M 刀 , 刀了 n 、 n 了 n ‘ n r n ‘ n 了 左 i n , n 、 n 了 n * n 了 n ‘ 九了 n , n
f n , 刀了

0 4 4 8 2 2 0 5 7 2 2 4 0 1 8 0 5 1 2 0 1 3 5 9 0 3 4 9 7 0 l 1 2 0 1 3 5 9 O 2 5 6 6 8 1 6 4 5 3 6 0 3 2 6 5 7 1 4 7 6 8 4 1 6 0
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