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基于近似支持向量回归机的多属性决策
王旭坚 ,薛惠锋 ,解丹蕊

(西北工业大学自动化学院 ,陕西西安　710072)

摘　要 :将近似支持向量回归机应用到多属性决策问题 ,提出基于近似支持向量回归机的多属性决

策方法。该方法从决策问题本身出发 ,构造学习样本 ,再通过近似支持向量回归机拟合出多属性效

用函数 ,从而实现对方案的排序。与支持向量机相比该模型参数少 ,核函数无需满足 Mercer条件 ,

算法简单、可靠。最后通过算例表明方法的可行性与有效性。
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Abstract :A method for solving multiple att ribute decision making (MADM) is proposed based on proximal support vector re2
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　　支持向量机[ 1 ] ( support vector machine ,SVM)是一种基于统计学习理论的小样本机器学习新算法 ,且

有着广泛的应用[ 2 ]。但传统 SVM需求解一个约束二次规划 ,计算复杂度高 ,在简化变形模型方面 ,已有不

少学者做了相关研究[3～5 ]。其中近似支持向量机[ 5 ] (p roximal support vector machine , PSVM)是将问题简

化为求解一个对称正定矩阵的逆 ,大大降低计算复杂度 ,且 PSVM 的核函数不需要满足 Mercer 正定条

件[1 ,5 ]。由于其良好的性能 ,形成了研究热点[6 ]。多属性决策 ( multiple at t ribute decision making ,MADM)

也称为有限方案多目标决策[ 7 ] ,是决策分析理论研究的重要内容 ,在工程、管理、经济、军事等领域均有广泛

的应用。解决多属性决策问题的关键步骤是得出决策者对方案的偏好结构 ,而多属性效用函数 ( multiple

at t ribute utility f unction ,MAU F)是来衡量决策者对备选方案的满意度 ,可根据效用函数值对方案集进行排

序 ,选出最佳方案。由于多属性效用函数结构复杂 ,难以确定 ,因此常常将满足一定的约束条件的多属性效

用函数分解为单个属性效用函数的加性形式、乘法形式或拟加性形式[7 ] ,而对于复杂的实际决策问题 ,这些

约束条件很难满足。一种解决思路是从问题本身出发 ,通过已知数据来拟合出效用函数。文献 [ 8 ]使用

SVM来拟合效用函数进行决策 ,有一定的效果 ,并提出几种构造学习样本的方法 ,但是这些方法会无形中固



定了函数类型 ,使样本不具有全局性。

现有的 PSVM是针对分类问题的 ,笔者首先将其扩展到回归问题 ,提出近似支持向量回归机 (p roximal

support vector regression machine ,PSV RM) 。PSVRM与 SVM相比 ,省去参数ε,模型的变量减少了 1/ 2 ,

且核函数并不需要满足 Mercer正定条件。然后提出多属性决策的近似支持向量机方法。为了避免文献[ 8 ]

中的缺陷 ,笔者从问题本身出发重新设定样本构造方法 ,再使用 PSVRM拟合效用函数 ,实现对方案的排序 ,

进而完成决策。

1　近似支持向量机

支持向量机的分类机理是在 2类样本之间使用带有最大间隔的 2个平行超平面进行分类 ,而近似支持

向量机是使 2类样本集分别集中在 2个平行超平面附近 ,再使这 2个平行超平面尽可能地分开。当对 SVM

引入ε不敏感损失函数后 ,形成支持向量回归机 ,对 PSV RM引入 2次损失函数 ,将其应用到回归问题上。

1 . 1　线性近似支持向量回归机

假定训练集为{ x i , y i }
n
i = 1 ∈Rm ×R ,记为矩阵 An×m ×Y ,这里 A的每一行为一个 x i , Y 为样本输出值 ;ξ为

松弛因子 ; e为一个元素全为 1的列向量 ; C为一正实数。设所求回归函数为 f ( x) = w T x +γ,则问题可描述

为

min
C
2
‖ξ‖2 +

1
2

( ‖w ‖2 +γ2 ) ,

s. t . 　　Aw + eγ+ξ= Y ,

(1)

其 Lagrangain 函数为

L ( w ,γ,ξ, u) =
C
2
‖ξ‖2 +

1
2

( ‖w ‖2 +γ2 ) - uT ( Aw + eγ+ξ- Y) 。 (2)

根据 KKT条件 ,令对所有变量求偏导为 0得 :

w - AT u = 0 ;γ- eT u = 0 ; Cξ- u = 0 ; - Aw - eγ-ξ+ Y = 0。 (3)

即 w = AT u ,γ= eT u ,ξ= C - 1 u。 (4)

将它们代入式 (3)的最后一个等式有

AAT u + eeT u + C - 1 u = Y , (5)

所以有 u = ( AAT + eeT + C - 1 I) - 1 Y , (6)

I为单位矩阵 ,如果令 H = [ A　- e] ,则有

u = ( C - 1 I + H HT ) - 1 Y。 (7)

如果样本的个数远大于样本的维数 ,即 n·m ,则使用 SMW ( sherman2morrison2woodbury)公式[5 ]来求

矩阵的逆 ,得到

u = C( I + H ( C- 1 I + HT H) - 1 HT ) Y , (8)

此时求逆矩阵的维数为 ( m + 1) ×( m + 1) ,大大减少计算复杂度。至此得到线性近似支持向量回归机的函

数 :

f ( x) = w T x +γ= ( Ax + e) T u。 (9)

1 . 2　非线性近似支持向量回归机

对于非线性情形 ,使用代换 w = AT u ,则问题 (1)变为

min
C
2
‖ξ‖2 +

1
2

( ‖u‖2 +γ2 ) ,

s. t . 　　AAT u - eγ+ξ= Y。
(10)

同样使用核函数 k ( A , AT ) = K代替约束中的 AA T 则得到

min
C
2
‖ξ‖2 +

1
2

( ‖u‖2 +γ2 ) ,

s. t . 　　k ( A , AT ) u - eγ+ξ= Y。
(11)

其 Lagrangain函数为

L ( w ,γ,ξ, v) =
C
2
‖ξ‖2 +

1
2

( ‖u‖2 +γ2 ) - vT ( Ku + eγ+ξ- Y) 。 (12)
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类似由 KKT条件得 :

u - KT v = 0 ;

γ- eT v = 0 ; Cξ- v = 0 ; - Ku - eγ-ξ+ Y = 0。 (13)

则 u = KT v ,γ= eT v ,ξ= C - 1 v , (14)

代入有 KKT v + eeT v + C - 1 v = Y , (15)

所以 v = ( KKT + eeT + C - 1 I ) - 1 Y。 (16)

由式 (14)和式 (17)得到非线性近似支持向量回归机的函数为

f ( x) = ( Kk ( A , x) + e) T v , (17)

令 G = [ K　- e] ,有 v = ( C - 1 I + GGT ) - 1 Y , (18)

则可对式 (7)和式 (18)使用相同的程序代码。

问题 (1)和问题 (11)中目标函数的第 1项为错误值的平方和 ,第 2项为使回归函数光滑的正则项 ,则参

数 C是经验风险和泛化能力的一个平衡因子 ,一般通过十字交叉验证法选取。在式 (7)和式 ( 18)中 ,令

Ω= C - 1 I + H HT 或 C - 1 I + GGT ,则Ω是对称正定的 ,这样对Ω进行 Cholesky分解可大大加快计算速度[11 ]。

与用于回归的 SVM相比 ,PSVRM减少了一个调整参数ε,且减少了 n个变量 ,求解更加简单 ,从而大大降

低了计算时间空间复杂度。另外对于非线性情形 ,由于 GGT 对称正定 ,故 PSVRM 在选择核函数时可以不

满足 Mercer的正定条件。

2　基于 PSVRM的多属性决策原理

设方案集为 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} ,属性集为 Y = { y1 , y2 , ⋯, y m }。则方案 x i 在属性 y j 下的属性值记为 aij

( i = 1 ,2 ,⋯, n; j = 1 ,2 ,⋯, m)。写成决策矩阵表示方案集 X关于属性集 Y的决策矩阵有 A =

a11 ⋯ a1m

… …

an1 ⋯ anm

。为

了消除不同物理量纲对决策结果的影响 ,一般需要对决策矩阵进行归一化为 R = ( rij ) n×m。多属性决策实际

上就是对备选方案进行排序 ,以选出最佳者 ,而效用函数就是描述决策者偏好结构的实值函数 ,是从决策方

案集合到效用值域上的映射 : u = F( R) ,它反映了决策者对风险和后果的偏好 (见图 1) 。

与文献[8 ]中的思路类似 ,笔者按照如图 1所示利用 PSV RM拟合出方案 x i 与效用评价值 u i 之间的近

似映射 F̂ ,即 :

ui = F̂( x i ) = F̂( rj1 , ⋯, rjm ) = 6
n

i = 1

αi ( k ( x i , x j ) +γ) = ( k ( x , x) k ( x , x j ) + e) T v。

图 1　基于 PSV RM的效用函数拟合示意图
Fig. 1　Utility function sketch map on the basis of PSVRM

整个决策过程如图 2所示 ,根据 PSVRM对每

个方案拟合出的效用函数值 ,对方案进行排序。

与基于 SVM 的方法相比 ,参数少 ,算法简单、快

捷 ,且不需要核函数满足正定条件。

3　构造学习样本及模型选择

由于在实际的决策问题中 ,几乎不存在学习

样本 ,则需要构造具有代表性 ,能反应决策对象特

征的学习样本。文献[8 ]利用 2种简单的效用函数

曲线 ,构造出大量的样本点 ,但实际上此方法构造

出的样本无形中隐含了效用函数的类型 ,不具备

权威性、普遍性。笔者只需简单地构造几个具有

代表性样本点 ,就可完成曲线拟合。

将属性集 S分为 M ∪N ,其中 M 为效益型属

性集 , N 为成本型属性集。对于效益型属性而言 ,

最高属性值的方案具有最高的效用函数值 ,具有
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图 2　基于 PSVRM的决策流程图
Fig. 2　Decision2making flow chart on the basis of PSVRM

最低属性值的方案具有最低效用函数值 ;而对于成本

型属性则相反 ,介于最高和最低属性值之间的方案 ,

其效用函数值也位于最高和最低值之间。所以把构

造具有最高属性值的属性作为理想点 x 3 ,构造具有

最低属性值的属性作为负理想点 x - ,并指定二者的

效用函数值分别为 0 . 95和 0 . 05。故效用函数的取值

期间为[0 . 05 　0 . 95 ] ,最后利用中值公式 ,确定之间

的中值点 ( �x)和中值效用值为新的样本点和相应的函

数值。即可表示为

x 3 = { x 3
1 , ⋯, x 3

n } , x 3
j =

max rij , j∈M ,

min rij , j ∈N ,

x - = { x -
1 , ⋯, x -

n } , x -
j =

min rij , j ∈M ,

max rij , j∈N ,

�x =
x 3 + x -

2
= {

x 3
1 + x -

1

2
, ⋯,

x 3
n + x -

n

2
}。

则令 ux 3 = 0 . 95 , ux - = 0 . 05 , u�x = 0 . 50。必要时

可再求出 x 3 与 �x 的中值 , x - 与 �x的中值 ,并分别令其效用值为 0 . 75和 0 . 25 ,将它们也作为 2个新样本。

因为 PSV RM 并不要求核函数正定 ,故在模型选择时 ,可选非正定核函数 Sigmoid 核 , k ( x , y) =

tanh ( s ( x·y T ) + t) , s > 0 , t < 0 ,关于核参数和惩罚因子 C的确定 ,本文使用的判定标准为 6
l

i = 1

( ui - uPSVM
i ) 2

尽可能小 ,其中 l为样本数 , ui 为期望效用值 , uPSVM
i 为训练输出值 ,然后通过交叉验证确定参数。

4　算　例

为了与文献[8 ]的方法比较 ,以及验证本文方法的有效性 ,同样选取文献[9 ]中的决策实例———战斗机的

购买问题。现有 4种类型飞机供选择 ,即 4种方案 ,共 6项评价指标 ,具体见表 1。除购买费用为成本型外 ,

其他均为效益型。

表 1　决策矩阵
Tab. 1　Decision2making matrix

方案 最大速度 飞行范围 最大负载 购买费用 可靠性 灵敏度

1 2. 0 1. 5 2. 0 5. 5 5 9

2 2. 5 2. 7 1. 8 6. 5 3 5

3 1. 8 2. 0 2. 1 4. 5 7 7

4 2. 2 1. 8 2. 0 5. 0 5 5

同样采用文献[ 8 ]中的向量归一化方法得到规范的决策矩阵见表 2。

表 2　规范化矩阵
Tab. 2　Standardization matrix

方案 最大速度 飞行范围 最大负载 购买费用 可靠性 灵敏度

1 0. 467 0. 366 0. 506 0. 507 0. 481 0. 671

2 0. 584 0. 659 0. 455 0. 599 0. 289 0. 373

3 0. 420 0. 488 0. 531 0. 415 0. 674 0. 522

4 0. 514 0. 439 0. 506 0. 461 0. 481 0. 373

从表 2中计算出样本点以及对样本点的 PSVRM 拟合结果 ,见表 3 ,其中通过交叉验证选取参数

C = 1 000 , s = 2 , t = - 0 . 4。
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表 3　各属性的样本数据和计算结果
Tab. 3　Sample data and calculation result s of every att ributes

项目 理想点 负理想点 中值点

最大速度 0. 584 0. 420 0. 502 0

飞行范围 0. 659 0. 366 0. 512 5

最大负载 0. 531 0. 455 0. 493 0

购买费用 0. 415 0. 599 0. 507 0

可靠性 0. 674 0. 289 0. 481 5

灵敏度 0. 671 0. 373 0. 522 0

效用值 0. 950 0. 050 0. 500 0

拟合值 0. 942 0. 051 0. 510 0

再根据 PSV RM拟合出的效用函数对每个方案计算其效用值为{ x1 , x2 , x3 , x4 } = { 0 . 482 1 , 0 . 202 4 ,

0 . 712 5 ,0 . 394 7}。可得出方案排序为 x3 > x1 > x4 > x2。这与基于 SVM决策的文献[8 ]和基于信息熵决策

的文献[ 9 ]中的结果完全一致。PSVRM虽然对每个方案的最终效用函数值与 SVM拟合出的不一样 (文献

[8 ]中 SVM的结果为{0. 415 ,0. 096 ,0. 571 ,0. 230}) ,但是并不影响方案的排列。

5　结　语

给出了近似支持向量机的线性与非线性回归模型 ,并通过构造学习样本 ,利用 PSV RM拟合多属性决策

的效用函数 ,根据函数值对方案进行排序 ,选出最优。方法无需考虑决策属性间的复杂关系 ,计算可靠 ,且比

基于 SVM的决策方法参数个数少 ,构造样本简单 ,算法复杂度低 ,故可完全替代之 ,同时也扩展了近似支持

向量机的应用范围。下一步的研究工作 ,通过合适的数据归一化手段[9 ] ,可将本文的方法推广到区间型、偏

离型等属性类型上去 ,从而扩大机器学习方法在多属性决策方面的应用范围。
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河北省 65个项目获得 2009年

国家第一批创新基金项目立项支持

近日 ,河北省共有 65个项目获得 2009年国家第一批创新基金项目立项支持 ,资金达 3 442万元。这 65

个项目涉及 7个领域 ,其中电子信息项目 10项 ,光机电一体化项目 20项 ,新材料项目 21项 ,生物医药项目 7

项 ,新能源与高效节能项目 4项 ,资源与环境项目 2项 ,高技术服务业项目 1项。创新基金对这些项目的资

金支持 ,将引导企业及社会投资 2. 8亿元。项目完成后 ,将实现新增产值 20亿元左右 ,新增就业人数 2 000

余人。同时 ,预计项目实施还将产生新专利 40多项 ,将会极大地提高企业的自主知识产权竞争力 ,为企业产

品打入国际市场打下坚实的基础。

(本刊编辑部)
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