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一类非线性微分方程组解的有界性
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摘　要 :对一类著名的非线性微分方程组 x
·

= h( y) - F( x) , y
·

= - Ï( x , y) k ( y) + e( t)的解的有界性

进行了研究 ,得到了该系统解的正向有界性的新的充分条件和必要条件。举例说明所获得的结果

推广和改进了一些前人得出的结论。
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Boundedness for a class of non2linear differential equations
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Abstract :This paper obtained necessary and sufficient conditions for the boundedness for a class of important nonlinear differ2
ential equations : x

·
= h( y) - F( x) , y

·
= - Ï( x , y) k ( y) + e( t) . An illust rative example was given to show that the result s reached

by many authors are extended and improved.
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1　主要结论

笔者给出了系统

x
·

= h( y) - F( x) ,

y
·

= - Ï( x , y) k ( y) + e( t)
(1)

的解的有界性的充分必要条件 ,其中 h( y) , F( x) , Ï( x , y) 和 k ( y) ( ≠0) 是实连续函数 , e( t) 在 R+ = { t : t ≥

0} 上是连续的。显然 ,当 h( y) = k ( y) ≡1 , Ï( x , y) = g ( x) 时 ,系统 (1) 可转化为 Liénard方程组

x
·

= y - F( x) ,

y
·

= - g ( x) + e( t) 。

此系统的定性问题已经被许多作者研究过[1～9 ] ,特别是其一般化问题 ,如系统 x
··

+ f 1 ( x) x
·

+ f 2 ( x) x
·2 +

g ( x) = e( t) 及系统
x
·

=
1

a( x)
( h( y) - F( x) ) ,

y
·

= - a( x) [ g ( x) - e( t) ] ,

它们的解的有界性已经引起了很多作者的兴趣[1～8 ]。笔者讨

论了系统 (1) 解的有界性的充分必要条件 ,举例说明本文推广和改进了文献[8 ]及文献[9 ]中的结果。

定理 　假设系统 (1) 满足下列条件 :

1) 存在 M µ 1 ,使得对任意的 y ∈R,



h( y)
k ( y)
≤∫

y

0

h( s)
k ( s)

ds + M , 　 lim
| y| →+∞∫

y

0

h( s)
k ( s)

ds = + ∞; (2)

2) 存在ξ∈R,使得当 ( x , y) ∈R2 时 ,

h ( y) ( Ï( x ,ξ) - Ï( x , y) ) ≤0 , F( x) Ï( x ,ξ) ≥0 , (3)

lim
| x| →+∞

inf∫
x

0
Ï( s ,ξ) ds > - ∞; (4)

3) lim
x→+∞

inf F( x) > - ∞, lim
x→- ∞

sup F( x) < + ∞,∫
+∞

0
| e( s) | ds < + ∞; (5)

4) h(±∞) =±∞,且存在连续函数ω( x) 和 l ( y) ,使得

| Ï( x , y) | ≤ω( x) l ( y) , ( x , y) ∈R2 , (6)

其中∫
±∞

0
ω( x) d x < + ∞, l ( y) h( y) 有界。

则系统 (1) 所有解是正向有界的充分必要条件是

lim
| x| →+∞

sup (∫
x

0
Ï( s ,ξ) ds + ( sgn x) F( x) + ( sgn x)∫

x

0
F(s) Ï( s ,ξ) ds) = + ∞。 (7)

2　定理的证明

定理将由下面的引理证明。

引理 1　若系统 (1) 满足式 (2) —式 (5) 和式 (7) ,则系统 (1) 的所有解是正向有界的。

证明 　假设 ( x ( t) , y ( t) ) , t ∈[0 , t+ ) 是系统 (1) 的异于点 ( x (0) , y (0) ) = ( x0 , y0 ) 的解 ,其中[0 , t+ ) 是

( x ( t) , y ( t) ) 的最大存在区间 , t+ ≤+ ∞。

由式 (3) 和式 (4) 可知 ,存在一个正数 p ,使得当 x ∈R时 ,∫
x

0
Ï( s ,ξ) ds + p > 0 ;当 x ∈R+ , F( x) ≥- p

且当 x ∈R- 时 , F( x) ≤ p。设

Ι ( x) =∫
x

0
Ï( s ,ξ) ds , 　H ( y) =∫

y

0

h( s)
k ( s)

ds , 　Et =∫
t

0
| e( s) | ds ,

V ( t , x , y) = e - Et ( Ι ( x) + p + H ( y) + M) , 　x , y ∈R2 ,

则 0 ≤V ( t , x , y) 且

dV
d t (1)

= V ( t , x , y) [ - | e( t) | ] + e - Et
h( y)
k ( y)

[ - Ï( x , y) k ( y) + e( t) ] + Ï( x ,ξ) ( h( y) - F( x) ) ≤

e - Et h( y) [ Ï( x ,ξ) - Ï( x , y) ] +| e( t) | (
h( y)
k ( y) -∫

y

0

h( s)
k ( s)

ds - M) - F( x) Ï( x ,ξ) ≤

- e - E+∞ F( x) Ï( x ,ξ) ≤0。

于是

0 ≤V ( t , x ( t) , y ( t) ) ≤V (0 , x0 , y0 ) , 　t ∈[0 , t+ ) 。 (8)

首先说明 y ( t ,0 , x0 , y0 ) 是有上界的。否则 ,假设lim
t→t+

sup y ( t) = + ∞,其中 y ( t) = y ( t ,0 , x0 , y0 ) 。根据式

(2) ,存在 y 3 > max{ y0 ,0} ,使得 H ( y 3 ) + M > e E+∞V (0 , x0 , y0 ) 。既然lim
t→t+

sup y ( t) = + ∞,存在 n > 0 ,使得

y ( tn) > y 3 > y0 = y (0) 。由中值定理可知 ,存在 t 3 ∈ (0 , tn) ,使得 y 3 = y ( t 3 ) 。从而 ,

V ( t 3 , x ( t 3 ) , y ( t 3 ) ) ≥e - E+∞{ ( Ι ( x ( t 3 ) ) + p) + ( H ( y 3 ) + M) } > V (0 , x0 , y0 ) ,

这与式 (8) 矛盾。类似还可证明 y ( t) 有下界。从而存在 Y0 > 0 ,使得 | y ( t) | < Y0 , t ∈[0 , t+ ) 。

关于 x ( t) 有上界的证明 ,可分为如下 3种情况。

1) lim
x→+∞

sup Ι ( x) = + ∞的情况

存在 B1 > x0 ,使得 Ι ( B1 ) + p > e E+∞V (0 , x0 , y0 ) 。则当 t ∈ [0 , t+ ) 时 ,必有 x ( t) < B1。否则 ,存在

t1 ∈[0 , t+ ) ,使得 x ( t1 ) = B1 且当 0 ≤ t < t1 时 ,有 x ( t) < B1。于是

V (0 , x0 , y0 ) ≥V ( t1 , x ( t1 ) , y ( t1 ) ) ≥e - E+∞ ( G( x ( t1 ) ) + p) > V (0 , x0 , y0 ) ,
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矛盾。

2) lim
x→+∞

sup F( x) = + ∞的情况

存在 B2 > x0 ,使得 F( B2 ) > h0 ,其中 h0 = max| y| ≤Y0 | h( y) | 。可以断定当 t ∈[0 , t+ ) 时 ,有 x ( t) < B2。

否则 ,存在 t2 ∈[0 , t+ ) ,使得 x ( t2 ) = B2 且当 0 ≤ t < t2 时 ,有 x ( t) < B2。于是

0 ≤d x ( t2 )
d t

= h( y ( t2 ) ) - F( x ( t2 ) ) ≤h0 - F( B2 ) < 0 ,

矛盾。

3) lim
x→+∞

sup ( Ι ( x) + F( x) ) < + ∞和 lim
x→+∞

sup∫
x

0
Ï( s ,ξ) F( s) ds = + ∞的情况

由式 (5) 可知 ,存在 f 0 > 0 ,使得对任意的 x ≥0 ,有 | F( x) | < f 0。则 |
d x
d t

| ≤| h( y ( t) ) | +| F( x ( t) ) | ≤

h0 + f 0 , x ≥0。既然 lim
x→+∞

sup∫
+∞

0
F( s) Ï( s ,ξ) ds = + ∞,则存在 B3 > max{ x0 ,0} ,使得

∫
B3

0
F( u) Ï( u ,ξ) d u >∫

x0

0
F( u) Ï( u ,ξ) d u + ( h0 + f 0 ) e E+∞V (0 , x0 , y0 ) 。

笔者断定当 t ∈[0 , t+ ) 时 ,有 x ( t) < B3。否则 ,存在 t3 ∈[0 , t+ ) ,使得 x ( t3 ) = B3 且当 0 ≤ t ≤t3 时 ,

有 x0 ≤x ( t) ≤B3。由
dV
d t (1)
≤- e - E+∞ F( x) Ï( x ,ξ) ,知

V ( t3 , x ( t3 ) , y ( t3 ) ) - V (0 , x0 , y0 ) ≤- e - E+∞∫
t3

0
F( x ( t) ) Ï( x ( t) ,ξ) d t ≤

-
e - E+∞

h0 + f 0∫
t3

0
F( x ( t) ) Ï( x ( t) ,ξ) |

d x
d t

| d t ≤-
e - E+∞

h0 + f 0∫
B3

x0

F( u) Ï( u ,ξ) d u < - V (0 , x0 , y0 ) ,

从而 V ( t3 , x ( t3 ) , y ( t3 ) ) < 0 ,与式 (8) 矛盾。

综上所述 , x ( t) 是有上界的。与此类似 ,笔者也可以证明当

lim
x→- ∞

sup (∫
x

0
Ï( s ,ξ) ds + ( sgn x) F( x) + ( sgn x)∫

x

0
F(s) Ï( s ,ξ) ds) = + ∞

时 , x ( t) 是有下界的。此外 ,由解的延拓定理可得 t+ = + ∞。证毕。

引理 2　若系统 (1) 满足式 (2) —式 (6) ,则系统 (1) 的所有解正向有界的必要条件是式 (7) 成立。

证明 　假设式 (7) 不成立 ,即有 lim
x→+∞

sup (∫
x

0
Ï( s ,ξ) ds + F( x) +∫

x

0
F( s) Ï( s ,ξ) ds) < + ∞。由式 (2) —

式(5) 可知 ,存在 G3 ,使得 | F( x) | < G3 ,且对所有的 x ∈R+ ,有∫
x

0
Ï(s ,ξ) ds < G3 以及 0 ≤∫

x

0
F(s) Ï(s ,ξ) ds ≤

G3 。既然 h(±∞) =±∞,存在 y 3 > 0 ,对所有的 y > y 3 ,有 h( y) > 1 + G3 。令 y0 > y 3 ,使得

H ( y0 ) > e E+∞{ H ( y 3 ) + G3 +α∫
+∞

0
ω( s) ds +∫

+∞

0
F( s) Ï( s ,ξ) ds} + (e E+∞ - 1) ( M + p) ,

其中 2α = sup
y∈R

| h( y) l ( y) | 。可断定系统 (1) 的异于点 ( x0 , y0 ) 的解 ( x ( t) , y ( t) ) 总是位于直线 y = y 3 的上

方。因而 ,对任意的 t ≥0 ,有d x
d t

= h( y) - F( x) > 1 ,从而 lim
t→+∞

x ( t) = + ∞且系统 (1) 有 1个无界解。这与所

有解是正向有界相矛盾。

下面证明对任意的 t ≥0 ,有 y ( t) > y 3 。否则 ,存在 t1 > 0 ,使得 y ( t1 ) = y 3 且当 t ∈ [0 , t1 ] 时 ,有

y ( t) > y 3 。当 t ∈[0 , t1 ]时 ,
d x
dt

= h( y) - F( x) > 1。且在 t ∈[0 , t1 ]上 , x ( t) 是递增的 ,即 0 = x (0) < x ( t) <

x ( t1 ) 。设 W ( t , x , y) = e Et ( H ( y) + M + Ι ( x) + p) ,则

dW
d t (1)

= | e( t) |·W ( t , x , y) + e Et
h( y)
k ( y)

( - Ï( x , y) k ( y) + e( t) ) + Ï( x ,ξ) ( h( y) - F( x) ) ≥

e Et { - F( x) Ï( x ,ξ) + h( y) ( Ï( x ,ξ) - Ï( x , y) ) } ≥

e Et { - F( x) Ï( x ,ξ) - h( y)ω( x) ( l ( y) + l (ξ) ) } ≥

- e E+∞ (αω( x) + F( x) Ï( x ,ξ) ) 。
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W ( t1 , x ( t1 ) , y ( t1 ) ) - W (0 ,0 , y0 ) ≥- e E+∞α∫
t1

0
ω( x ( s) ) ds - e E+∞∫

t1

0
F( x ( s) ) Ï( x ( s) ,ξ) ds ≥

- e E+∞α∫
+∞

0
ω( s) ds - e E+∞∫

+∞

0
F(s) Ï( s ,ξ) ds。

于是 , W ( t1 , x ( t1 ) , y ( t1 ) ) ≥ H ( y0 ) + p + M - e E+∞α∫
+∞

0
ω( s) ds - e E+∞∫

+∞

0
F( s) Ï( s ,ξ) ds。另一方面 ,由

W ( t1 , x ( t1 ) , y ( t1 ) ) = e Et1 ( H ( y ( t1 ) ) + M + Ι ( x ( t1 ) ) + p) ≤e E+∞ [ H ( y 3 ) + M + G3 + p ]

可知 , H ( y0 ) ≤e E+∞{ H ( y 3 ) + G3 +α∫
+∞

0
ω( s) ds +∫

+∞

0
F( s) Ï( s ,ξ) } + (e E+∞ - 1) ( M + p) ,与 y0 的选取相

矛盾。证毕。

3　应用举例

例 　考虑系统 x
·

= h( y) - F( x) , y
·

=β( x) l ( y) - g ( x) + e( t) ,其中 h( y) = m | y | p sgn y , ( m > 0 ,

p ≥1) ; l ( y) = - y + 1 ; e( t) =
1

1 + t9 ;β( x) ≡1 ; F( x) = 3 ( x -
1
2

) ; g ( x) =

2 x , x ≥- 1 ,

2
x3 , x < - 1。

令 Ï( x , y) =

- β( x) l ( y) + g ( x) , k ( y) ≡1且ξ= 0 ,则 l (ξ) = 1且

h( y) ( Ï( x ,ξ) - Ï( x , y) ) = h( y) ( l ( y) - l (ξ) ) = - my | y | p sgn y ≤0 ,

∫
x

0
g ( s) ds =

x2 →+ ∞( x →+ ∞) , x ≥- 1 ,

2 -
1
x2 →- ∞( x →- ∞) , x < - 1 ,

∫
x

0
Ï( s ,ξ) ds =

x2 - x , x ≥- 1 ,

2 -
1
x2 - x →+ ∞( x →- ∞) , x < - 1 ,

F( x) Ï( x ,ξ) = F( x) ( g ( x) - l (ξ)β( x) ) =

6 ( x -
1
2

) 2 ≥0 , x ≥- 1 ,

3 ( 2
x3 - 1) ( x -

1
2

) ≥0 , x < - 1。

由引理 1可知 ,系统的解是正向有界的。
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