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一类非线性系统分岔混沌拓扑结构分析
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摘 � 要:分析了一类非线性系统的动力学行为。基于稳定性理论, 讨论了 CHEN 系统平衡点的稳

定性、局部拓扑结构。对 CHEN 系统进行数值模拟表明理论结果和数值结果一致。
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Abstract: The dynamical behav io r of CH EN system was studied. Based on the stability theor y, w e discussed the stability o f e-

quilibr ium and topolog ical str ucture. The simulation results indicat e that the theor y and simulation r esult s ar e consist ent.
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� � 自混沌现象发现以来,对当今社会产生了巨大的冲击, 因为系统中出现混沌现象意味着运动本身具有内

在的不稳定性[ 1] ,不稳定性和复杂性使精确预测系统的行为受到很大限制, 合理预测系统的行为也变得复杂

起来[ 2~ 4] 。在社会生活的各领域中由于非线性因素的相互作用,许多问题日趋复杂化(有低维向高维的演化

过程) ,系统的内在结构也呈现出多样性、复杂性[ 5~ 8] 。因此深入开展对复杂系统内在结构特征的研究, 通过

研究系统的周期解失稳、分岔、倍周期分岔、各分岔点值的位置、复杂系统进入混沌的道路, 从而揭示复杂现

象产生的原因, 就变得越来越重要了。

非线性动力系统在临界点附近具有复杂的动力学特性
[ 9]

, 根据系统在临界点的 Jacobian矩阵的结构可

将其分为余维一、余维二等
[ 10]
。一般的 2对纯虚根特征值余维二系统, 不仅会产生静态分岔, 且当系统的特

征指数穿越- 1时,会有 H opf 分岔产生
[ 11]
。许多工程及物理系统在复合临界点附近都会存在复杂的动力

学行为,已有许多关于其临界点附近的分岔和稳定性方面的研究报道
[ 12]

: SCHEIDL 等人用平均法研究了其

在单零及一对纯虚根复合临界点附近的静态分岔及 H opf 分岔
[ 13]

, SAMARANAYAKE 和 BAJA 给出了其

2对纯虚根临界点附近在共振及非共振情形下的动力学特征
[ 14]

, YI和 BI给出了维三的 Norm form(进一步

指出了导致 2-D及 3-D环面的分岔过程)。笔者从 CHEN系统出发, 分析这一模型可能出现的各种情况:平

衡、稳定周期、分形、Hopf分岔以及参数与 Hopf分岔之间的关系。

1 � CHEN系统



CHEN 系统是一个非线性动力系统,具有混沌特性。表示如下:

�x 1= a( x 2- x 1 ) ,

�x 2= ( c- a) x 1- x 1 x 3+ cx 2 ,

�x 3= x 1x 2 - bx 3。

(1)

当系统参数 a= 35, b= 3, c= 28时,系统处于混沌状态, 混沌吸引子如图 1 所示(笔者研究的 CHEN 系

统是无量纲化系统, 所以相图不标单位)。

图 1 � CHEN系统的相图

Fig . 1 � Phase po rt raits o f CH EN sy stem

首先对式( 1)在平衡点附近的局部分岔进行分析, 令 A p 为系统的吸引集,记

x= ( x 1 , x 2 , x 3) , f ( x )=

� � a( x 2- x 1)

( c- a) x 1- x 1 x 3+ cx 2

� � x 1x 2 - bx 3

, Df ( x )=

- a a 0

c- a- x 3 c - x 1

x 2 x 1 - b

。

设 x= ( x 1 , x 2 , x 3)是式(1)的平衡点, 则 f ( x ) = 0。即当 2c- a � 0 时, 系统 (1)有唯一的平衡点 P=

(0, 0, 0) ; 当2c- a> 0时, 系统(1)有 3个平衡点 P= (0, 0, 0)和 P
� = ( � b(2c- a) , � b(2c- a) , 2c- a)。

本文只讨论 2c- a � 0的情形。

2 � 局部拓扑结构与分岔混沌研究

当 2c- a � 0时, 系统(1)在平衡点 P= (0, 0, 0)处对应的线性化系统的特征方程为

(�+ b) (�2+ ( a- c)�+ a
2- 2ac) = 0, (2)

式(2)所对应的 3个特征值为 �1= - b,且 �2 与 �3 由式(3)决定,

�2+ ( a- c)�+ a
2- 2ac= 0。 (3)

由于 2c- a � 0, 式(3)对应的 2个特征值 �2 与 �3 的解可分为 2种情况。

情况 1 � 2c- a< 0,则 �2 < 0,�3< 0, 结合 �1= - b< 0,则系统( 1)在满足情况 1的条件下其平衡点 P=

(0, 0, 0)是稳定的汇,此时 A p = { P}。

情况 2 � 2c- a= 0,则 �2= 0,�3= - c< 0,下面应用中心流形定理来判断此平衡点的稳定性。此时 3个

特征值所对应的特征向量分别是: 对应于 �1 = - b 的特征向量为( 0, 0, 1)
T
, 对应于 �2 = 0的特征向量为

(1, 1, 0)
T
,对应于 �3 = - c的特征向量为( 1, 1- c/ a, 0)

T
,�1 , �3 的特征向量张成稳定子空间 E

s
,�2 的特征向

量张成中心子空间 E
c。对特征基( x 1 , x 2 , x 3)

T 进行线性变换 T( y 1 , y 2 , y 3)
T ,有:

x 1

x 2

x 3

= T

y 1

y 2

y 3

, T =

1 1 0

1 1- c/ a 0

0 0 1

, T
- 1 =

1- a/ c a/ c 0

a/ c - a/ c 0

0 0 1

。 (4)

将式(4)代入式(1)可得:

�y 1

�y 2

�y 3

=

0 0 0

� 0 - c � 0

� 0 � 0 - b

y 1

y 2

y 3

+

� � - a( y 1+ y 2) y 3 / c

� � - a( y 1+ y 2) y 3 / c

( y 1 + y 2)
2 - cy 2( y1 + y 2) / a

。 (5)
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对新变量( y 1 , y 2 , y 3)
T
而言其 3个特征值并没有改变,其所对应的特征向量分别是: 对 �1 = - b 的特征

向量为(0, 0, 1)
T
, 对 �2 = 0 的特征向量为 (1, 0, 0)

T
,对 �3 = - c 的特征向量为( 0, 1, 0)

T
, 故 E

c
= y 1 , E

s
=

span{ ( y 1 , y 2 , y 3)
T
} , E

u
= � ,方程组(5)的线性部分已解耦:

�y 1= - a( y 1+ y 2) y 3 / c , ( 6a)

�y 2

�y 3

=
- c � 0

� 0 - b

y 2

y 3

+
� � - a( y 1 + y 2) y 3

( y 1+ y 2)
2
- cy 2( y1 + y 2) / a

。 ( 6b)

中心流形 W
c
是与中心子空间E

c
相切的曲线,求 W

c
的方程,需求在平衡点 P= (0, 0, 0)的邻域内的 W

c

与 E
c 在平衡点 P= (0, 0, 0)相切后,从 y 1 向 y 2 及 y3 偏离的函数 h1( y 1 )和 h2 ( y 1) ,中心流形:

W
c
=

y1

y2

y3

y 2

y 3

= h( y ) =
h1 ( y 1)

h2 ( y 1)
, h( 0) = 0, Dh(0) = 0,

h( y ) : R � R
2 为在点 P = ( 0, 0, 0) 邻域上的微分同胚, 用形式幂级数法求 h( y )。设

W
c
=

y 2

y 3

= h( y ) =
h1 ( y 1)

h2 ( y 1)
=

a1y
2
1 + b1y

3
1 + c1y

4
1 + �

a2y
2
1 + b2y

3
1 + c2y

4
1 + �

。 (7)

将式(7)代入式( 6b)得

2a1y 1+ 3b1y
2
1+ 4c1y 3

1+ �

2a2y 1+ 3b2y
2
1+ 4c2y

3
1+ �

=
� � - a1cy

2
1 - ( b1c+ aa2 / c) y

3
1

(1- a2 b) y
2
1 + (2a2- b2 b- ca2 / a) y

3
1

。

比较系数得:

a1= 0, b1= 0, c1 = 0,

a2= 0, b2= 1/ 3, c1= - b/ 12。

精确到四次方的中心流形为

W
c
=

y 1

y 2

y 3

y 2

y 3

= h( y )=
h1( y 1 )

h2( y 1 )
=
� � � O( y5

1 )

y
3
1 / 3- by

4
1 / 12+ O( y

5
1)

。

将 y2 和 y 3 代入式( 6a)可得流形上的方程:

�y 1= - ay
4
1 / 3c- aby

5
1 / 12c+ O( y

6
1)。 (8)

由于式(8)中 y
4
1 的系数为负,故在中心流形上的流是渐近稳定的, 由中心流形定理可知平衡点 P=

(0, 0, 0)也是渐近稳定的。

综合情况 1和情况 2,当 2c- a � 0时,系统(1)的平衡点 P= ( 0, 0, 0)是渐近稳定的。

3 � 数值分析和讨论

图 2 � CHEN 系统的相图

Fig. 2� Phase port raits o f CH EN system

下面用数值方法验证上述理论结果。若取 a= 2, b=

0. 5, c= 0. 9,则 a, b, c 满足 2c- a � 0关系。取初值为( x 1 ,

x 2 , x 3 )= ( 0. 001, 0. 001, - 0. 001) , 相图见图 2(无量纲单

位) , 数值结果表明:系统在满足 2c- a � 0条件下的平衡点

是稳定的汇,与理论推导的结果完全一致。

4 � 结 � 论

基于稳定性理论分析了 CHEN 系统平衡点的稳定性。

当参数 a, b, c满足 2c- a � 0时, 系统有唯一的平衡点 P=

( 0, 0, 0)是渐近稳定的;同时用数值方法讨论了 CHEN 系

统平衡点是稳定的汇,与理论推导的相吻合。

感谢刘勇博士有益的建议。
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