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变时滞不确定性神经网络的鲁棒稳定性标准
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摘  要:研究了一类带变时滞和参数不确定的神经网络鲁棒稳定性问题。其中考虑的不确定性为

范数有界不确定性, 系统参数具有的这种不确定性是与时间相关的,但它的参数被限制在一定范围

内,时间滞后函数是随时间变化而改变的,但它的导数是小于 1的。并且通过一个线性矩阵不等式

的方法得到一个充要条件,这个充要条件可以使带时滞的神经且有一个平衡点,并且在这个平衡点

上具有鲁棒稳定性。这种基于线性矩阵不等式的充分条件可以通过近年发展的解线性矩阵不等式

的算法得到数值结果,并通过数值例子说明了这个技术的有效性。
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Abstract: This paper consider s t he problem o f robust stability fo r uncer tain neural netw orks with t ime vary ing delays. The

uncertainties considered are no rm-bounded uncer tainties. T hese unceitainties of system pa rameters are associated w ith time,

but the norm is restricted in a certain scope, the time delay function is improved w ith time, and it s deriv ativ e is less than one.

A linear matr ix inequality ( LMI) approach is developed t o derive sufficient conditions ensuring the delay ed neural net wo rk to

have a equilibr ium po int, w hich is robustly stable. The proposed LM I conditions can be checked easily by recent ly developed

alg or ithms. A numer ical ex ample is given to illustrat e t he effectiv eness of the developed techniques.
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  人工神经网络被广泛应用于联想记忆、图像处理、二次最优等领域, 但是, 在人工神经网络的应用中时

间滞后通常是不可避免的。因此,带时滞神经网络稳定性的分析得到人们的广泛关注。另一方面,由于模型误

差、测量误差、线性估计等多种原因,各种神经网络的不确定性也同样不可避免。

很多学者已经研究了带时滞的神经网络鲁棒稳定性问题。文献[ 1] 中作者考虑的时滞是一个常数, 但在

实际情况下,时间滞后通常是变化的。文献[ 2] 研究了变时滞的情况,但在文献[ 3] 中作者并没有考虑参数的

不确定性, 所以所得结果也就不具有鲁棒性。文献[ 4] 研究了一类普通的带有变时滞神经网络的鲁棒稳定性

问题,可是他仅仅得到了一组时滞不相关的结果, 而时滞相关的结果才具有更好的说服力。

本文研究了一类带变时滞的不确定性神经网络鲁棒稳定性问题。其参数不确定可能是时变的,但具有范



数有界性。基于李亚普诺夫函数的方法,作者提出了一个新的与时滞相关的鲁棒稳定性评判标准, 这种评判

标准是根据线性矩阵不等式得到的。

注:本文采用的符号,上标/ T 0表示矩阵的转置,Rn表示n维欧式空间,Rn@n 表示n @ n维的实数矩阵, X >

Y(X \ Y) 表示X- Y是一个正定矩阵, I表示具有合适的维数的单位矩阵, | #| 是欧化向量范数,一个对称矩

阵的对数部分用/ * 0 表示。

1  模型的准备工作

笔者用下面的微分方程来描述要考虑的变时滞神经网络:

Ûu( t) = - (A + $A( t) ) u( t ) + (W0 + $W0( t) )g( u( t) ) + (W1 + $W1( t) )g( u( t - S( t ) ) ) + J, (1)

其中: u( t ) = [ u1( t) , u2( t) , ,, un( t ) ] T I Rn 是神经元向量; A = diag( a1 , a2 , ,, an) , a i > 0, i = 1, 2, ,, n;

W0 I Rn@n
,W1 I Rn@n

是实数矩阵; $A( t) , $W0( t ) , $W1( t ) 表示参数不确定性; S( t ) 表示变时滞函数,且满足

0 [ S( t ) [ h, ÛS( t ) [ d [ 1, h和d是常数; J = [ J 1 , J 2 , ,, J n ]
T
是常外部输入向量; g( u( t) ) = [ g1( u1( t) ) ,

g2( u2( t ) ) , ,, gn( un( t) ) ]
T 表示神经激活函数。

假设 g i ( ui ( t) ) 是有界的,并且满足以下条件:

0 [ g i ( x ) - g i ( y )
x - y

[ k 和g i ( 0) = 0, i = 1, 2, ,, n, (2)

由 g 函数的有界性, 它服从 Brouw er 的不动点定理: 对于给定的常输入向量 J,系统( 1) 至少有 1个由

(A+ $A( t ) ) u
*
( t ) = (W0 + $W0( t ) + W1 + $W1( t ) ) g

*
( u( t) ) + I (3)

确定的平衡点, u
*
= [ u

*
1 , u

*
2 , ,, u*n ] T 为使讨论简便,通过坐标变换 x = u- u

* 把u
* 平移至原点,系统(1)

改写成

Ûx( t) = - (A + $A( t) ) x ( t) + (W0 + $W0( t ) ) f ( x ( t ) ) + (W1 + $W1( t) ) f ( x ( t - S( t) ) ) , (4)

其中:

x( t ) = [ x 1( t) , x 2( t ) , ,, x n( t ) ]
T ; f ( x ( t) ) = [ f ( x 1 ( t) ) , f ( x 2( t ) ) , ,, f ( x n( t ) ) ]

T。 ( 5)

  f j ( x j ) = g j ( x j + u
*
j ) - g j ( u

*
j ) 通过条件(2) 可得 f j ( x j ) 满足 | f j ( x j ) | [ k | x j | , j = 1, 2, ,, n,系

统(3) 的 1组解依赖于初始条件 x ( s) , - h [ s [ 0, 时变不确定性 $A( t ) , $W0( t) , $W1 ( t) 定义为

$A = HF( t)E, $W0 = H0F0( t )E0 , $W1 = H1F1 ( t) E1 , (6)

其中:H, H0 , H1 , E, E0 , E1是适当维数的常数矩阵, F( t ) , F0( t) , F1( t )是未知的带 Lebesgue的可测元素的时

变矩阵,且满足:

F
T
( t)F( t) [ I, F

T
1 ( t)F1( t) [ I, F

T
0 ( t)F0( t) [ I。 (7)

因此,系统(1) 的平衡点 u
*
是渐近稳定的,当且仅当式( 4) 的解是渐近稳定的。

引理 1
[ 5]  对于任意向量 a, b I Rn 和正定矩阵D I Rn@ n

,下列不等式成立,

2a
T
b [ a

T
Da + b

T
D
- 1
b。 (8)

引理 2  若 U, V, W和M 是适当维数的实矩阵, M满足M = M
T
,则对所有 V

T
V < I 有

M+ UVW+ W
T
V

T
U

T
< 0, ( 9)

当且仅当存在常数 e > 0使得

M+ e
- 1
UU

T + eW
T
W < 0。 (10)

引理 3  ( Schur 补) 对于一个对称矩阵

S =
S11   S12

S
T
12   S22

, (11)

下列条件是等价的

( i) S < 0;

( ii) S11 < 0  and  S22 - S
T
12 S

- 1
11 S12 < 0; (12)

( iii) S22 < 0  and  S11 - S12 S
- 1
22 S

T
12 < 0。

  其主要结论如下:

定理1  系统(1) 和系统(4) 描述的系统是渐近稳定的,如果存在对称正定矩阵 P> 0, Q> 0, R> 0,正
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定对角矩阵 K, L和D = diag( d1 , d2 , ,, dn) , e> 0, e0 > 0, e1 > 0,实矩阵 Xij , i, j = 1, 2, 3,其中X11 , X22 , X33

对称正定矩阵, 使得对称矩阵

X =

X11 X12 X13

* X22 X23

* * X33

> 0 (13)

和

( 1, 1) PW0 + K PW1 hX 12 - X13 + X23 - hA
T
X33 - PH PH 0 PH1

* (2, 2) DW1 0 hW
T
0 X33 - DH DH0 DH 1

* * ( 3, 3) L hW
T
1 X33 0 0 0

* * * (4, 4) 0 0 0 0

* * * * - hX 33 - hX 33H hX 33H0 hX 33H1

* * * * * - eI 0 0

* * * * * * - e0I 0

* * * * * * * - e1I

< 0 (14)

成立,其中:

(1, 1) = - ( PA + A
T
P) + R+ hX 11 + X 13 + X

T
13 + eE

T
E;

(2, 2) = - 2DA - 2k
- 1
K + Q+ DW0 + e0E

T
0 E0 ;

(3, 3) = - ( 1- d)Q- 2k- 1
L+ e1E

T
1 E1 ;

(4, 4) = - ( 1- d)R + hX 22 - (X23 + X
T
23 )。

证明  考虑 Lyapunov- Krasovskii函数

V = V 1 + V 2 + V 3 + V 4 + V 5 + V 6 , (15)

其中:

V 1 = x
T
( t )Px ( t) ; (16)

V 2 = 2 E
n

i= 1Q
x
i
( t)

0
d i f ( s)ds; (17)

V 3 = Q
t

t- S( t)
f

T
( x ( s) ) Qf ( x ( s) )ds; (18)

V 4 = Q
t

t- S( t)
x

T
( s) Rx ( s)ds; (19)

V 5 = Q
t

t- hQ
t

R
Ûx T
( s) X33Ûx ( s)dsdR; (20)

V 6 = Q
t

0Q
R

R- S( t)
v
T
XvdsdR, (21)

且 v = [ x
T
( R) , x

T
(R- S( R) ) , Ûx T

( s) ]。

对系统(1) 求 V 的导数,有:

ÛV 1 = 2x
T
( t)PÛx ( t) = - 2x

T
( t)P�Ax ( t ) + 2x

T
( t )P�W0 f ( x ( t ) ) + 2x

T
( t )P�W1 f ( x ( t - S( t) ) ) ;

ÛV 2 = 2f
T
( x ( t ) )DÛx ( t ) [

- 2f T
( x ( t) )D�Ax ( t) + 2f T

( x ( t) )D�W0 f ( x ( t) ) + 2f T
( x ( t) )D�W1 f ( x ( t- S( t) ) ) ;

ÛV 3 [ f
T
( x ( t ) )Qf ( x ( t) ) - (1 - d) f

T
( x ( t - S( t) ) ) Qf ( x ( t- S( t) ) ) ;

ÛV 4 [ x
T
( t)Rx ( t) - ( 1- d) x

T
( t - S( t ) )Rx ( t- S( t) ) ;

ÛV 5 = hkÛx T
( s) X33Ûx ( s) - Q

t

t- h
Ûx T
( s) X 33Ûx ( s) ds [

hx
T
( t )�AT

X33�Ax ( t ) + hf
T
( x ( t) )�WT

0 X33�W0 f ( x ( t ) ) +

hf
T
( x ( t - S( t) ) ) �WT

1X 33�W1 f ( x ( t - S( t ) ) - 2hf T
( x ( t ) ) �WT

0X 33�Ax ( t ) -

2hf
T
( x ( t - S( t ) ) ) �W

T
1 X33�Ax ( t) + 2hf

T
( x ( t) ) �W

T
0X 33�W1 f ( x ( t - S( t ) ) ) -

Q
t

t- h
Ûx T
( s)X 33Ûx ( s) ds;
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ÛV 6 = S( t)
 x ( t )

x ( t - S( t ) )

T
X11 X 12

* X 22

 x ( t )

x ( t - S( t) )
+ 2x T

( s) X13 x ( s) -

2x
T
( t) X13x ( t - S( t) ) + 2x

T
( t - S( t ) )X 23x ( t) -

2x T
( t - S( t ) )X23 x ( t - S( t) ) + Q

t

t- h
Ûx T
( s)X 33Ûx ( s) ds [

hx
T
( t )X11 x ( t ) + 2hx T

( t)X 12x ( t - S( t) ) + hx
T
( t - S( t ) )X 22x ( t- S( t) ) +

2x
T
( t) X13x ( t) - 2x

T
( t)X 13x ( t - S( t) ) + 2x

T
( t - S( t) )X23 x ( t ) -

2x T
( t - S( t ) )X23 x ( t - S( t) ) + Q

t

t- h
Ûx T
( s)X 33Ûx ( s) ds。

合并以上导数得:

ÛV [ GT
1 E 1 G1 - 2f T

( x ( t ) ) K ( x ( t) - k
- 1
f ( x ( t ) ) ) -

2f T
( x ( t) - S( t ) )L( x ( t - S( t) ) - k

- 1
f ( x ( t) - S( t ) ) ) , (22)

其中:

E 1
=

( 1, 1) P�W0 + K- h�A T
X33�W0 P�W1 - h�A T

X33�W1 X 12 - X13 + X
T
23

* ( 2, 2) D�W1 + h�W
T
0X33�W1 0

* * (3, 3) L

* * * ( 4, 4)

, ( 23)

( 1, 1) = - ( PA + A
T
P) + R+ h�A

T
X33�A + hX 11 + X13 + X

T
13 ;

( 2, 2) = - 2DA - 2k- 1
K + h�WT

0X 33�W0 + Q+ DW0;

(3, 3) = - ( 1- d)Q- 2k
- 1
L+ h�W

T
1 X33�W1;

(4, 4) = - ( 1- d)R + hX 22 - (X23 + X
T
23 ) ;

G1 = [ x
T
( t ) , f

T
( x ( t) ) , f

T
( x ( t - S( t ) ) ) , x

T
( t - S( t) ) ]

T
。

利用 Schur 性质,式( 23) 可以写成

E 2
=

(1, 1) P�W0 + K P�W1 hX 12 - X 13 + X
T
23 - h�A

T
X33

* ( 2, 2) D�W1 0 h�WT
0X 33

* * (3, 3) L h�W
T
1X 33

* * * (4, 4) 0

* * * * - hX 33

, (24)

其中:

(1, 1) = - ( PA + A
T
P) + R+ hX 11 + X 13 + X

T
13 ;

(2, 2) = - 2DA - 2k- 1
K + Q+ DW0;

(3, 3) = - ( 1- d)Q- 2k- 1
L;

(4, 4) = - ( 1- d)R + hX 22 - (X23 + X
T
23 )。 (25)

  由式(6) 有

E 3
=

( 1, 1) PW0 + K PW1 hX 12 - X13 + X
T
23 - hA

T
X33 - PH PH 0 PH1

* (2, 2) DW1 0 hW
T
0 X33 - DH DH0 DH 1

* * ( 3, 3) L hW
T
1 X33 0 0 0

* * * (4, 4) 0 0 0 0

* * * * - hX 33 - hX 33H hX 33H0 hX 33H1

* * * * * 0 0 0

* * * * * * 0 0

* * * * * * * 0

,

(26)

其中 :

(1, 1) = - ( PA + A
T
P) + R+ hX 11 + X 13 + X

T
13 ;
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(2, 2) = - 2DA - 2k
- 1
K + Q+ DW0;

(3, 3) = - ( 1- d)Q- 2k- 1
L;

(4, 4) = - ( 1- d)R + hX 22 - (X23 + X
T
23 )。

因此有

ÛV [ GT E 3
G- 2f T

( x ( t) ) K( x ( t) - k
- 1
f ( x ( t ) ) ) -

2f
T
( x ( t) - S( t ) )K( x ( t - S( t) ) - k

- 1
f ( x ( t) - S( t) ) ) < 0, (27)

其中:

G= [ x
T
( t) , f

T
( x ( t) ) , f

T
( x ( t - S( t) ) ) , x

T
( t - S( t) ) , y

T
( t) , ( F( t ) Ex ( t) )

T
,

( F0( t) E0 f ( x ( t) ) )
T
, ( F1( t ) E1 f ( x ( t - S( t) ) ) ) T ] T , ( 28)

y ( t) 是适当维数的任意向量。由式(7) 和引理 2,对于 e > 0, e0 > 0, e1 > 0有

e[ F( t ) Ex ( t) ]
T
[ F( t) Ex ( t ) ] [ ex

T
( t) E

T
Ex ( t) ,

e0 [ F0( t) E0 f ( x ( t) ) ]
T
[ F0 ( t) E0 f ( x ( t ) ) ] [ e0 f

T
x ( ( t) ) E

T
0 E0 f ( x ( t) ) , (29)

e1 [ F1( t) E1 f ( x ( t- S( t) ) ) ] T [ F1( t) E1 f ( x ( t- S( t) ) ) ] [ e1 f
T
( x ( t - S( t ) ) ) ET

1 E1 f ( x ( t - S( t) ) )。

  把式(29) 代入式(26) 得到

E =

(1, 1) PW0 + K PW1 (1, 4) - hA
T
X33 - PH PH0 PH1

* (2, 2) DW1 0 hW
T
0X 33 - DH DH0 DH 1

* * (3, 3) L hW
T
1X 33 0 0 0

* * * (4, 4) 0 0 0 0

* * * * - hX 33 - hX 33H hX 33H0 hX 33H1

* * * * * - eI 0 0

* * * * * * - e0I 0

* * * * * * * - e 1I

, (30)

其中:

(1, 1) = - ( PA + A
T
P) + R+ hX 11 + X 13 + X

T
13 + eE

T
E;

(1, 4) = hX 12 - X13 + X
T
23 ;

(2, 2) = - 2DA - 2k
- 1
K + Q+ DW0 + e0E

T
0 E0;

(3, 3) = - ( 1- d)Q- 2k- 1
L+ e1E

T
1 E1 ;

(4, 4) = - ( 1- d)R + hX 22 - ( X23 + X
T
23 )。

最后,可以得到:

ÛV [ G
T E G- 2f

T
( x ( t) ) K( x ( t) - k

- 1
f ( x ( t ) ) ) -

2f
T
( x ( t) - S( t ) )K( x ( t - S( t) ) - k

- 1
f ( x ( t) - S( t ) ) ) < 0, (31)

由 Lyapunov-Kr asovsovskii定理可知, 不确定滞后神经网络是渐近稳定的。

2  实 例

考虑带有时变滞后性的系统( 1) 的 S( t) = 0. 2 sin2
( t) 的

A =
2. 6 0

0 1. 1
,W0 =

 1. 1 1

- 0. 2 1
,W1 =

 0. 9 0. 1

- 0. 1 0. 1
, H =

- 0. 2 0. 2

 0. 2 0. 2
,

H0 =
0. 2  0. 5

0. 1 - 0. 3
,H1 =

- 0. 4 0. 3

 0. 3 0. 4
, E =

- 0. 2 0. 2

 0. 2 0. 2
, E0 =

0. 2  0. 5

0. 1 - 0. 3

E1 =
- 0. 4 0. 3

 0. 3 0. 4
, k = 12 345, h = 0. 973 0,

利用定理 1, 可以得知系统是渐近稳定的。

应用 Matlab LM I工具箱,可以得到在定理 1中 LM I( ) 的解如下:

P =
 5. 446 4 - 0. 494 6

- 0. 494 6  6. 442 0
, Q=

9. 526 3 0. 190 1

0. 190 1 5. 053 7
, R =

 7. 210 3 - 0. 507 7

- 0. 507 7  4. 332 1
,
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D =
3. 138 1 0

0 3. 138 1
, e = 6. 426 8, e0 = 7. 088 0, e 1 = 10. 002 6,

X11 =
 5. 433 9 - 0. 317 0

- 0. 317 0  4. 384 6
, X22 =

 5. 035 5 - 0. 226 2

- 0. 226 2  4. 651 5
, X33 =

1. 504 3 0. 044 6

0. 044 6 3. 602 5

X12 =
- 0. 855 4 - 0. 080 9

- 0. 026 6 - 2. 635 9
, X13 =

- 0. 521 5 - 0. 044 7

- 0. 149 4 - 2. 045 5
, X23 =

0. 716 7 - 0. 039 1

0. 112 4  1. 598 5
,

所以本例中的神经网络是鲁棒渐近稳定的。

3  结  论

本文对考虑了一类同时带范数有界参数的参数不确定和时滞神经网络的稳定性问题。考虑的时滞是随

时间变化而变化的非线性函数。而参数的不确定性是在一定范围内范数有界的。利用李亚普诺夫稳定性设计

相应的 Lyapunov-Krasovskii函数根据线性矩阵不等式理论得出了时滞相关的鲁棒稳定性的充分条件。最

后用一组数值例子说明所得定理结论的的正确性。
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4  结  语

国内外压力容器的大量断裂失效情况证明, 裂纹隐患的存在、焊接接头韧性降低以及其他缺陷的存在

等,是导致脆断事故的主要原因。这些大多是焊接工艺不妥、设计不当或制作质量低劣而造成成千上万次的

灾难性事故。20世纪50至60年代出现了大量工业先进国家制造的压力容器爆裂事故,经过反复分析、研究,

找到了解决的办法并提出相应的对策, 如美国从 1968年颁布设计、制造许可证以来, 事故急剧下降, 事故率

小于 1j ,接近于零。因此,对设计、制造压力容器的单位进行严格要求是正确而必要的。而中国 1981年发放

设计、制造压力容器许可证,并由上级派出驻厂专职监督人员, 但其后灾难性事故依然不断, 这值得人们深

思!失效分析不是追究责任,而是找到尿塔断裂失效原因,杜绝类似事故再次发生。
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