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倒向重随机微分方程解的共单调定理
黄晓芹,李尊凤

(河北科技大学理学院,河北石家庄  050018)

摘  要:首先在比倒向随机微分方程更一般的倒向重随机微分方程中获得了一个新的比较定理。

然后,受倒向随机微分方程共单调定律的启发,并利用获得的新的比较定理,首次得到了倒向重随

机微分方程解 z 的共单调定理;其结果推广了许多已有的结果。
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Abstract: First, w e obtain a new comparison theor em fo r backw ard doubly sto chastic differential equat ion which is mo re popu-

lar t han backward differential equat ion. T hen inspir ed by t he comonotomic theo rem of backwa rd stochastic differ ent ial equation,

and by using the new comparison theor em, we obtain comono tonic theo rem for so lw tion z o f backward doubly stochastic differ-

ential equation. The results can gener alize some ex isting r esults.
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  根据 PARDOUX和彭实戈( PENG Sh-i ge)的理论 [ 1, 2] ,倒向随机微分方程的解是由一对适应过程( y , z )

组成的。对于这对解,人们主要是对解的第 1部分 y 的性质进行研究,比如比较定理和逆比较定理, 但对于

解的第 2部分 z 的性质的研究还很少。近年来,人们发现许多金融问题的数学模型 [ 3]常常为如下形式:

y t = N+ Q
T

t
g ( r , y r , z r) dr - Q

T

t
z r dW r。

其中: y t 代表投资者 t时刻的资产; z t 代表投资者 t时刻的投资策略。为了使资产在将来某个时刻达到预

定目标,投资者就必须选择最优的投资策略 z t。为了找到这个最优的投资策略,就需要对 z t进行深入研究。因

此, 人们开始关注对于 z t 性质的研究,其中一个重要的成果就是2005年陈增敬( CHEN Zeng- jing ) 等提出的

共单调定理[ 4] ,其根据下面的方程研究了 z的共单调性。

X s = x + Q
s

0
b( r , X r) dr + Q

s

0
R( r, X r) dW r ,

y s = 5( X T ) + Q
T

s
g ( r, y r , z r )dr -Q

T

s
z r dW r。

作为倒向随机微分方程的一个重要的推广形式,倒向重随机微分方程



y t = N+ Q
T

t
f ( s, y s , z s)ds + Q

T

t
g ( s, y s , z s )dB s - Q

T

t
z s dW s

是由 Par doux 和彭实戈(PEN G Sh-i g e) 于 1994年提出来的[ 5]
, 这是继倒向随机微分方程之后的又一个开创

性的工作(其中: dW s 是一个标准的前向随机积分; dB s 是一个标准的倒向随机积分)。在系数 f , g 满足

Lipschitz条件下, 他们证明了上面的倒向重随机微分方程存在唯一的解。

下面,笔者来研究耦合的倒向重随机微分方程:

X
t, x
s = x + Q

s

t
b ( r, X

t, x
r ) dr + Q

s

t
R( r , X

t, x
r )dW r ,

y s = 5( X t, x
T ) + Q

T

s
f ( r , X

t, x
r , y

t, x
r , z

t, x
r ) dr + Q

T

s
g ( r , y

t, x
r , z

t, x
r ) dB r - Q

T

s
z

t, x
r dW r

中解 z 的共单调性。

设 T > 0是一个给定的实数。令( 8, F, P ) 是一个概率空间。{W t } 0 [ t [ T 和{ B t } 0 [ t[ T 是定义在( 8, F, P)

上,分别取值于 R
d和R

l 的 2个相互独立的标准的 Br own运动。令N是 F中全部 P- 零集构成的集合。对于任

意的 t I [ 0, T ] ,定义 Ft : = FW
t D FB

t, T ,对于任意的随机过程{ Gt } , FGs, t = R{ Gr - Gs ; s [ r [ t} D N, FGt = FG0, t。

显然{Ft , t I [ 0, T ] } 既不是递增的,也不是递减的,因此它不能构成经典的信息流。

定义

C
k
( R

p
, R

q
) : = { W| W: R

p y R
q
是 k 次连续可微函数} ;

C
k
l, b ( R

p
, R

q
) : = {W| W I C

k
( R

p
, R

q
) 且阶数小于或等于 k的偏导数是有界的} ;

C
k
p ( R

p
, R

q
) : = { W| WI C

k
( R

p
, R

q
) 且函数本身及其阶数小于或等于 k的偏导数至多像自变量为x 的多

项式函数在 x 趋向无穷时的那样增长}。

L
2
(0, T ; R

n
) : = { U: [ 0, T ] @ 8 y R

n
| U(#) 是{Ft } t\0

- 适应的, EQ
T

0
| U( s) |

2
ds < ] }。

假设 1  设 f : [ 0, T ] @ R @ R @ R
d y R 和g : [ 0, T ] @ R @ R

d y R
l
是循序可测函数。对于任意的

( y , z ) I R @ R @ R
d
,有 f (#, y , z ) I L

2
(0, T ; R ) , g(#, y , z ) I L

2
(0, T ; R

l
)。存在 2个常数 c > 0, 0 < A<

1,使得对于任意的 t I [ 0, T ] , ( y 1 , z 1) , ( y 2 , z 2 ) I R @ R
d
, x I R,有

| f ( t, y 1 , z 1) - f ( t , y 2 , z 2 ) |
2 [ c( | y 1 - y 2 |

2
+ | z 1 - z 2 |

2
) ,

| g( t, y 1 , z 1) - g( t, y2 , z 2) |
2 [ c | y 1 - y 2 |

2
+ A| z 1 - z 2 |

2
。

引理 1
[ 5]  设 A I s

2
( 0, T ; R

k
) , B I L

2
(0, T ; R

k
) , CI L

2
( 0, T ; R

k@ l
) , D I L

2
(0, T ; R

k@ d
) 使得

At = A0 + Q
t

0
Bsds + Q

t

0
Cs dB s + Q

t

0
DsdW s , 0 [ t [ T,

那么

| At | 2
= | A0 |

2
+ 2Q

t

0
( As , Bs) ds + 2Q

t

0
(As , Cs dB s ) + 2Q

t

0
(As , DsdW s) - Q

t

0
| Cs | 2ds + Q

t

0
| Ds | 2ds,

E | At | 2
= E | A0 |

2
+ 2EQ

t

0
( As , Bs) ds - EQ

t

0
| Cs | 2ds + EQ

t

0
| Ds | 2ds。

引理 2
[ 5]  如果 b I C

3
l, b ( R , R) , R I C

3
l, b ( R , R

d
) ,那么随机微分方程

X
t, x
s = x + Q

s

t
b( r , X

t, x
r )dr + Q

s

t
R( r, X t, x

r ) dW r (1)

存在唯一的强解{ X
t, x
s }。

如果 f , g 满足假设 1中的条件, 5(#) I L
2
( 8, FT , P) ,那么倒向重随机微分方程

y s = 5( X t, x
T ) + Q

T

s
f ( r, X

t, x
r , yr , z r)dr + Q

T

s
g ( r , y r , z r )dB r - Q

T

s
z r dW r (2)

存在唯一的解( y , z )。

假设 2  对于任意的 s I [ 0, T ] , ( x , y , z ) y ( f ( s, x , y , z ) , g ( s, y , z ) ) 是 3次连续可微函数且所有的导

数是有界的, 5 I C
3
p ( R, R) , b I C

3
l, b ( R, R ) , R I C

3
l, b ( R, R

d
)。

gg
*
( t, y , z ) [ zz

*
+ c( | g( t , 0, 0) |

2
+ | y |

2
) I ,

g
c
z ( t , y , z ) HH* g

c
z ( t, y , z )

* [ HH* ,  Py I R ; z , HI R
d。

引理 3
[ 5]  假设 b, R, f , g , 5满足假设 1和假设 2的条件,那么倒向重随机微分方程的解( y , z ) 满足:

( i)  u( t , x ) : = y
t, x
t 是下面的倒向随机偏微分方程的唯一解。
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u( t , x ) = 5( x ) + Q
T

t
[ Lu( s, x ) + f ( s, x , u( s, x ) , R

*
( x )5xu ( s, x ) ) ] ds +

Q
T

t
g ( s, u( s, x ) , R* ( x )5xu( s, x ) ) dB s ,

其中:Lu( t, x ) : =
1
2
R( x )R* ( x )52

xxu( t, x ) + b( x )5xu ( t, x ) , 5xu ,52
xxu分别是u关于x 的一阶偏导数和二阶偏

导数, R* 是向量 R的转置。

( ii)  z
t, x
s = R* ( x )5xu( s, x ) , a. e.。

主要结果如下。

定理1  [比较定理] 设 f , g满足假设 1, NI L
2
( 8, FT , P)。令( y

1
, z

1
) 和( y

2
, z

2
) 分别是下面倒向重随机

微分方程的解:

y
1
t = N

1
+ Q

T

t
f ( s, X

1
s , y

1
s , z

1
s ) ds + Q

T

t
g ( s, y

1
s , z

1
s )dB s - Q

T

t
z

1
s dW s , (3)

y
2
t = N2 + Q

T

t
f ( s, X

2
s , y

2
s , z

2
s ) ds + Q

T

t
g ( s, y

2
s , z

2
s )dB s - Q

T

t
z

2
s dW s。 (4)

1) 如果 N
1 [ N

2
, f ( s, X

1
, y

1
, z

1
) [ f ( s, X

2
, y

1
, z

1
) , 那么有 y

1
t [ y

2
t , P0 [ t [ T;

2) 如果 N1 \N2 , f ( s, X 1
, y

1
, z

1
) \ f ( s, X

2
, y

1
, z

1
) , 那么有 y

1
t \ y

2
t , P0 [ t [ T。

证明  仅仅证明 1)。

令 N̂= N
1
- N

2
, ŷ = y

1
- y

2
, ẑ = z

1
- z

2
。那么由方程(3) 和方程(4) 可得

ŷ t = N̂+ Q
T

t
( f ( s, X

1
s , y

1
s , z

1
s ) - f ( s, X

2
s , y

2
s , z

2
s ) )ds + Q

T

t
( g( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) )dB s - Q

T

t
ẑ sdW s ,

对 ŷ
+ 2
t 应用 It ô 公式,可得

 ŷ
+ 2
t = N̂+ 2

+ 2Q
T

t
ŷ

+
s [ f ( s, X

1
s , y

1
s , z

1
s ) - f ( s, X

2
s , y

2
s , z

2
s ) ] ds +

2Q
T

t
( ŷ

+
s , ( g ( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) )dB s ) - 2Q

T

s
( ŷ

+
s , ẑ sdW s ) -

Q
T

t
I [ŷ s > 0] | ẑ s |

2
ds + Q

T

t
I [ŷ s> 0] | g( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) |

2
ds =

2Q
T

t
ŷ

+
s [ f ( s, X

1
s , y

1
s , z

1
s ) - f ( s, X

2
s , y

1
s , z

1
s ) + f ( s, X

2
s , y

1
s , z

1
s ) - f ( s, X

2
s , y

2
s , z

2
s ) ] ds +

N̂
+ 2

+ 2Q
T

t
( ŷ

+
s , ( g( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) ) dB s ) - 2Q

T

t
( ŷ

+
s , ẑ sdW s ) -

Q
T

t
I [ŷ

s
> 0] | ẑ s |

2ds + Q
T

t
I [ŷ

s
> 0] | g( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) |

2 ds。

根据 f , g 满足的假设条件

| f ( t , X , y
1
, z

1
) - f ( t , X , y

2
, z

2
) |

2 [ c( | y
1
- y

2
|

2
+ | z

1
- z

2
|
2
) ,

| g( t, y
1
, z

1
) - g( t, y

2
, z

2
) |

2 [ c | y
1
- y

2
|
2
+ A| z

1
- z

2
|
2
,

f ( s, X
1
, y

1
, z

1
) [ f ( s, X

2
, y

1
, z

1
) ,

有  ŷ
+ 2
t [ 2Q

T

t
ŷ

+
s [ f ( s, X

2
s , y

1
s , z

1
s ) - f ( s, X

2
s , y

2
s , z

2
s ) ] ds +

N̂+ 2
+ 2Q

T

t
( ŷ

+
s , ( g ( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) )dB s) -

2Q
T

t
( ŷ

+
s , ẑ s dW s) - Q

T

t
I [ ŷ

s
> 0] | ẑ s |

2ds +Q
T

t
( cŷ

+ 2
s + I [ ŷ

s
> 0] A| ẑ s |

2
)ds [

Q
T

t

2c
1 - A

ŷ
+ 2
s ds +

1- A
2c Q

T

t
( cŷ

+ 2
s + cI [ ŷ

s
> 0] | ẑ s |

2
) ds +

N̂+ 2
+ 2Q

T

t
( ŷ

+
s , ( g ( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) )dB s) -

2Q
T

t
( ŷ

+
s , ẑ s dW s) - Q

T

t
I [ ŷ

s
> 0] | ẑ s |

2ds +Q
T

t
( cŷ

+ 2
s + I [ ŷ

s
> 0] A| ẑ s |

2
)ds [

Q
T

t
(

2c
1- A

+
1- A
2

+ c) ŷ
+ 2
s ds + Q

T

t

A- 1
2

I [ ŷ
s
> 0] | ẑ s |

2
ds + (下转第 86页)
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场监管的职责由交易所来履行,交易所激励不足的领域,通过监管权的分配以强化交易所的监管激励,并遵

循自律监管第一、政府监管监督性与补充性为辅的原则。
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      N̂+ 2
+ 2Q

T

t
( ŷ

+
s , ( g ( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) )dB s) - 2Q

T

t
( ŷ

+
s , ẑ sdW s )。

因此  ŷ
+ 2
t + Q

T

t
I [ ŷ

s
> 0]

1 - A
2

| ẑ s |
2ds [

2Q
T

t
( ŷ

+
s , ( g( s, y

1
s , z

1
s ) - g( s, y

2
s , z

2
s ) )dB s) - 2Q

T

t
( ŷ

+
s , ẑ s dW s) +Q

T

t
(

2c
1- A

+
1 - A
2

+ c) ŷ
+ 2
t ds + N̂+ 2。

因为 N1 [ N2 ,所以 N̂+ 2
= 0。

对上面的不等式两边取数学期望, 可得

Eŷ
+ 2
t + EQ

T

t
I [ ŷ

s
> 0]

1 - A
2

| ẑ s |
2ds [ EQ

T

t
(

2c
1 - A

+
1 - A
2

+ c) ŷ
+ 2
s ds。

因为 0 < A< 1,所以 Eŷ
+ 2
t [ EQ

T

t
(

2c
1- A

+
1- A
2

+ c) ŷ
+ 2
s ds。根据Gronw all不等式, 可得 Eŷ

+ 2
t = 0。因此

y
1
t [ y

2
t , P0 [ t [ T。

  证毕。

定理 2  [共单调定理] 对于 i = 1, 2, 假设 f i , g i , bi , Ri 和 5 i 满足假设 1和假设 2的条件。{ X i
t } i= 1, 2 和

( y
i
, z

i
) i= 1, 2 分别是下面的随机微分方程的解,

X
i
t = x

i
+ Q

t

0
bi ( s, X

i
s)ds + Q

t

o
Ri ( s, X i

s )dW s ,

y
i
s = 5i ( X

i
T ) + Q

T

s
f i ( r, X

i
r , y

i
r , z

i
r )dr + Q

T

s
g i ( r , y

i
r , z

i
r )dB r - Q

T

s
z

i
r dW r。

如果 51(#) , 52(#) , f 1( t , #, y , z ) 和 f 2 ( t, #, y , z ) 是共单调的, 且 R1 PR2 \ 0,那么 z
1
t Pz

2
t \ 0。

证明  根据引理 3,有

  z
1
t Pz

2
t = R*1 ( t, X

1
t )5xu1( t, X

1
t ) PR*2 ( t, X

2
t )5xu2 ( t, X

2
t ) =

R1( t, X 1
t ) PR2( t , X 2

t )5xu1( t, X
1
t )5xu2 ( t, X

2
t ) ,

根据随机微分方程的比较定理,知X
i
T 关于初值x

i 是递增的;根据定理1, 如果 5 i (#) 和 f i ( t, #, y t , z t ) 关于X
i

是递增(递减) 的,那么 y
i
t 关于X

i 也是递增(递减) 的。因为 51(#) , 52(#) , f 1( t, #, y , z ) 和 f 2( t , #, y , z ) 是共

单调的,因此有 5xu 1( t , X
1
t )5xu 2( t , X

2
t ) \ 0。因为假设 R1( t, X 1

t ) PR2( t , X 2
t ) \ 0,因此有 z

1
t Pz

2
t \ 0。

证毕。
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