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一类非线性常微分方程边值问题解的存在性
王云海,李 � 艳,禹长龙,郭彦平

(河北科技大学理学院,河北石家庄 � 050018)

摘 � 要:在假设一类常微分方程边值问题中的非线性项有界的条件下,运用同伦映射不变性定理,

得出了解的存在性结论。当非线性项为零时,边值条件将保证对应问题零解的唯一性, 所以,边值

条件是特殊的, 但非唯一的形式。所采用的方法也适用于某些高阶常微分方程边值问题的解的存

在性的研究。
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Ex istence of solut ions of boundary value problems

for nonlinear ordinary different ial equations

WANG Yun-hai, LI Yan, YU Chang- long, GU O Yan-ping

( Colleg e of Sciences, H ebei Univer sity o f Science and Techno lo gy , Shijiazhuang H ebei 050018, China)

Abstract: Suppo sing the nonlinear t erm bounded, by using homotopy inva riance theorem, w e proved the ex istence o f solut ions

of boundary value problems fo r a class of nonlinear o rdina ry differ entia l equations. When the value of nonlinear term is naught,

the conditions o f bounda ry value w ill guarantee an unique zer o so lution exist ing for the cor responding problem. There for the

conditions of boundary value may be special, but t he forms vary . Furthermo re, the method is also available to some high-order

bounda ry value problems.
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� � 二阶常微分方程边值问题的研究已有很多结果,在文献[ 1]中,作者研究了边值问题 x
� = f ( t, x , x

�
) , t �

[ 0, 1] , x ( t)满足下列边值条件之一

x (0)= A , x (1)= B ,

x (0)= A , x
�
(1)= B ,

x
�
(0)= A , x (1)= B ,

x
�
(0)= A , x

�
(1)= B ,

(1)

特别地,在对 f ( t , x , x
�
)附加了限制条件后,边值问题

x
�
= f ( t, x , x

�
) , t � [ 0, 1] ,

x (0)= 0, x
�
(1)= 0

(2)

在 C
2
[ 0, 1]上至少存在 1个解。通过分析,笔者发现其附加条件的效果,相当于把非线性项 f ( t, x, p )的定义
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区域限制到闭区间[ 0, 1] � [ - m, m] � ( [ l 3 , l4 ] � [ l 1 , l 2 ] ) ,此时 f ( t , x , x
�
)是有界的; 在定义区域之外, 边值

问题( 2)则是无解的。受此启发,笔者将从此类边值问题入手,设 f ( t , x , p )在[ 0, 1] � R2 上连续且有界,则

边值问题(2)在 C
2
[ 0, 1]上至少存在 1个解。对于某些特殊类型非线性高阶微分方程边值问题解的存在性,

其条件也是充分的。

1 � 预备知识

定理[ 2] � Leray-Schauder 度具有下列性质。

1)正规性 � deg( I , �, p )= 1, �p � �。
2)同伦不变性 � 设 H : [ 0, 1] � �� �E 全连续。令 h t ( x ) = x- H ( t, x )。若 p � h t (� �) , �0 � t � 1, 则

deg( h t , �, p )保持常数( �0 � t � 1)。

3)可解性( Kronecker 存在定理) � 若 deg( f , �, p ) � 0,则 f ( x )= p 方程在 � 内必有解。

以下记号, 本文中将是需要的。

记 C
k
[ 0, 1]为[ 0, 1]区间上的所有 k 阶连续可微函数的全体, 范数规定为| x | k = max { | x | , | x� | , �,

| x ( k) | }。这是一个 Banach空间。

令 C
2
B = { x � C2

[ 0, 1] : x (0)= 0, x
�
(1)= 0} , f ( t, x , p )在[ 0, 1] � R2

上连续且有界, | f ( t , x , p ) | � M , M

是正常数。

2 � 主要结论

引理 1 � 已知边值问题

x
�
= �f ( t, x , x

�
) , �� [ 0, 1] , t � [ 0, 1] ,

x (0) = 0, x
�
(1) = 0,

(3)

则当 �= 0时,只有零解。

证明 � 只需注意到方程的通解是 c1+ c2 t ,然后代入边值条件进行验证。

引理 2 � 已知边值问题
x
�= y ( t) , t � [ 0, 1] ,

x (0)= 0, x� (1)= 0,
(4)

则边值问题(4)在 C
2
[ 0, 1]上存在唯一解。其中 y ( t )是关于 t的连续函数。

证明 � 由 x
�
( t)= 0及边值条件容易给出 Gr een函数

G( t , �) =
- �, � � �� [ 0, t ] ,

- t, � � �� [ t, 1]。
(5)

� � 可得到边值问题(4)的唯一解:

x ( t) = �
1

0
G( t , �) y (�) d�。

引理 3 � 假如边值问题( 2) 的解存在,设其任意解为 x ( t) ,则 x ( t ) , x
�
( t) 皆有界。

证明 � 由引理 2知, x ( t ) =�
1

0
G( t, �) f ( �, x , x�)d�,得到 | x | � M。

又 x
�
( t ) =�

t

1
x
�
( �)d�+ x

�
(1) =�

t

1
x
�
(�)d�,亦可得到 | x

�
| � M。

定理 1 � 边值问题( 2) 在 C
2
[ 0, 1] 上至少存在 1个解。

证明 � 考虑边值问题(3)。由引理 2、引理 3知, | x ( t ) | � M , | x
�
( t ) | � M。令 U = { x � C

2
B [ 0, 1] :

| x | 2 < M + 1} ,则 U 是凸集 C
2
[ 0, 1] 中的开子集。再令 H �: U � C

2
B [ 0, 1] , H �( x ) = �� N - 1 � K �D( x ) ,

其中

D : C
2
B [ 0, 1] � C

1
[ 0, 1] , D( x ) = x ,

N : C
2
B [ 0, 1] � C[ 0, 1] , N ( x ) = x

�
,

K : C
1
B [ 0, 1] � C[ 0, 1] , K ( x ( t) ) = f ( t , x , x

�
)。

(6)

� � N - 1 是存在的,这是因为 Nx = 0,在边值条件下只有零解。K 是连续的,这是因为 f ( t , x , x
�
) , x

�
( t) 都是
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连续的。D 则是全连续嵌入映射。

令 h� = I - H �,显然 H �在 U的边界上没有不动点, 这样 h�是一个紧同伦映射, 并注意到 �= 0时,

x ( t ) � 0,�= 1时, H 1( x ) = x , 以及 0 � U。

由 Leray-Schauder 度的性质知: 1= deg ( I , U, 0) = deg( h0 , U, 0) = deg( h1 , U, 0)。所以, H 1 ( x ) = x 在

C
2
B [ 0, 1]上有解,即边值问题(2)在 C

2
[ 0, 1]上有解。

定理 2 � 边值问题(2)的边值条件修改为 x
�
( 0)= 0, x (1)= 0时,则新得到的边值问题在 C

2
[ 0, 1]上至少

存在 1个解。

证明 � 由于以上引理皆有相应的结论,故定理成立。

定理 3 � n阶常微分边值问题

x
( n)

= f ( t , x , x
�
, �, x ( n- 1)

) , t � [ 0, 1] ,

x (0)= 0, x
�
(1)= 0, x

�
(1)= 0, �, x ( n- 1)

(1) = 0
(7)

在 C
n
[ 0, 1]上至少存在 1个解。

如果| f ( t , x , x�) |局部有界,那么需要更多的约束条件, 才能保证边值问题( 2)的解存在。参考文献[ 3]

中给出了一种条件假设。
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再讨论 f � ,因为 f � = lim
x � �

f ( x )
x
存在,所以对上面的�> 0,存在h2 > h1 ,当 x > h2时, 有 f ( x ) � ( f � + �) x。

取 x � P,且 �x � = h2 ,则

Tx ( t ) = ��
�( b)

a
G ( t , s) f ( s, x

�
( s) ) �s � �( f � + �) �x ��

�( b)

a
G ( t , s) �s � �x � ,

令 �2 = { x � E: �x � < h2} ,则当 x � P � � �2 时,有 �Tx � � �x �。由引理 1得, T 在P � ( �2 \ �1)

上有不动点,即式(3) 至少有 1个正解。
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