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摘  要:对含有各阶导数的 2m 阶微分方程:

y
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y
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(0) = y
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其中(- 1)
m
f : [ 0, 1] @ R 2m y [ 0, ] )是连续的。笔者首先给出方程的 Green函数及其一些性质,并

赋予 f 一定的增长条件,利用 5个泛函的不动点定理,然后给出上述边值问题的3个单调正解的存

在性。
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Abstract: We discuss the fo llow ing BVP

y (2m) ( t)= f ( t, y( t) , yc ( t) , ,, y ( 2m- 2) ( t) , y ( 2m- 1) ( t) ) , t I (0, 1) ,

y( 2i+ 1) (0)= y ( 2i) (1)= 0,  0 [ i [ m- 1,

where ( - 1)mf : [ 0, 1] @ R2m y [ 0, ] ) is continuous. The associated G reen's function fo r the above problem and some o f its

pr operties are given. Growt h conditions a re impo sed on f w hich ensure the ex istence of po sitiv es. By using t he 5 functionals

fix ed point theor em, the exist ence of at least 3 positive solutions fo r the the boundary value problem is given.
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  高阶微分方程边值问题来源于应用物理及数学的许多领域,这一问题正在引起更多的专家学者的关注。

关于它的研究已有许多结果。文献[ 1]和文献[ 2]对高阶微分方程:
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xc(0) = 0, xd(0) = 0, ,, x ( n- 1)
(0) = 0, x ( 1) = E

m- 2

i= 1
aix (Ni )

  和

x
( i)
(0) = 0, i = 1, 2, ,, n - 1; x (1) = Q

1

0
x ( s) dy ( s)

下研究了正解的存在性。文献[ 3] 研究了边值问题:

u
( n)
+ a( t ) f ( u) = 0,  t I (0, 1) ,

u( 0) = 0, u
c
(0) = 0, ,, u( n- 2)

(0) = 0, Au( G) = u(1)

的正解存在性; 文献[ 4] 利用 5个泛函不动点定理, 证明了边值问题:

y
( 2m)

( t) = f ( t, y ( t) , y
c
( t) , ,, y ( 2m- 2)

( t) , y
( 2m- 1)

( t) ) , t I (0, 1) ,

y
( 2i)
(0) = y

( 2i)
(1) = 0,    0 [ i [ m- 1

(1)

至少存在 3个正解。受此启发,笔者考虑具有各阶导数的 2m 阶微分方程

y
( 2m)

( t) = f ( t, y ( t) , y
c
( t) , ,, y ( 2m- 2)

( t) , y
( 2m- 1)

( t) ) , t I (0, 1) ,

y
( 2i+ 1)

( 0) = y
( 2i)
(1) = 0,    0 [ i [ m - 1

(2)

的正解存在性,其中(- 1) mf : [ 0, 1] @ R2m y [ 0, + ] ) 是连续的,笔者用5个泛函的不动点定理,并赋予 f 一

定的增长条件, 证明了边值问题(2) 至少存在 3个单调正解,同时给出问题( 2) 的 Green函数及其性质。

关于高阶微分方程边值问题的结论还有很多,可参阅文献[ 5] - 文献[ 11]。

1  预备知识

定义 1  设 K 是一个锥,如果 A: K y [ 0, ] ) 是连续的,且对所有 x , y I K 和 0 [ t [ 1,

A( tx + (1 - t) y ) \ tA( x ) + (1 - t) A( y) ,

则称 A是K 上的非负连续凹泛函;

如果 B: K y [ 0, ] ) 是连续的,且对所有 x , y I K 和 0 [ t [ 1,

B( tx + (1 - t) y) [ tB( x ) + (1 - t) B( y ) ,

则称 B是K 上的非负连续凸泛函。

设 C, B, H是K 上的非负连续凸泛函, A, W是K 上的非负连续凹泛函, 对非负常数h, a, b, d和 e 定义如下

凸集:

P( C, e) = { x I K | C( x ) < e} ;

P( C, A, a, e) = { x I K | a [ A( x ) , C( x ) [ e} ;

Q(C, B, d, e) = { x I K | B( x ) [ d, C( x ) [ e} ;

P( C, H, A, a, b, e) = { x I K | a [ A( x ) , H( x ) [ b, C( x ) [ e} ;

Q( C, B, W, h, d, e) = { x I K | h [ W( x ) , B( x ) [ d, C( x ) [ e}。

定理 1  设 K 是实 Banach空间 E 上的一个锥, A, W是K 上的非负连续凹泛函, C, B, H是K 上的非负连

续凸泛函,且存在正数 e和m 使得对所有 x I P (C, e) , A( x ) [ B( x ) ,且 +x + [ mC( x ) , 又设 A : P (C, e) y

P( C, e) 是全连续的,且存在常数 h, d, a, b \ 0, 0 < d < a使下列条件成立。

( C1) { x I P( C, H, A, a, b, e) | A( x ) > a} X Á , 且对 x I P (C, H, A, a, b, e) 有 A( Ax ) > a;

( C2) { x I Q( C, B,W, h, d, e) | B( x ) < d} X Á , 且对 x I Q(C, B, W, h, d, e) 有 B( Ax ) < d;

( C3) 对 x I P ( C, A, a, e) , H( Ax ) > b,有 A( Ax ) > a;

( C4) 对 x I Q( C, B, d, e) ,W( Ax ) < h,有 B( Ax ) [ d;

则 A 至少有 3个不动点 x 1 , x 2 , x 3 I P( C, e) 使得 B( x 1) < d, a < A( x 2) ,且 d < B( x 3 ) , A( x 3) < a。

2  主要结论

令 G( t, s) 为二阶边值问题的 Green函数

ud( t) = 0,   0 [ t [ 1,

uc( 0) = u( 1) = 0,
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则

G( t , s) =
t - 1, 0 [ s [ t [ 1,

s - 1, 0 [ t [ s [ 1。

  令 G1 ( t, s) = G( t, s) ,对 2 [ j [ m,可以递推定义

G j ( t, s) = Q
1

0
G( t , r) G j- 1( r , s)dr ,

从而对每个 1 [ j [ m- 1, G j ( t , s) 为下列 2j 阶边值问题的 Green函数,

y
( 2j )
( t) = 0,      0 [ t [ 1,

y
( 2i+ 1)

(0) = y
( 2i)
(1) = 0,     0 [ i [ j - 1,

对每个 1 [ j [ m- 1, 可以定义算子 A j : C[ 0, 1] y C[ 0, 1] 为

A j v ( t) = Q
1

0
G j ( t, s) v ( s)ds。

  由 A j 定义可知,对每个 1 [ j [ m- 1,

( A j v )
( 2j )
( t) = v( t) ,     0 [ t [ 1,

( A j v )
( 2i+ 1)

(0) = ( A jv )
( 2i)
(1) = 0,   0 [ i [ j - 1,

(3)

定义函数 G0 : [ 0, 1] @ [ 0, 1] y R 为

G0( t , s) =
1,   0 [ s [ t [ 1,

0,   0 [ t < s [ 1。

由
y

d
( t) = y

d
( t) ,  0 [ t [ 1,

y
c
(0) = y (1) = 0,

可以得到

y ( t ) = - Q
1

t
y

c
( s)ds, 0 [ t [ 1,

y
c
(0) = 0,

及 y ( t ) = Q
1

0
G( t, s) y

d
( s) ds,

从而 y
c
( t) = Q

t

0
y

d
( s)ds = Q

1

0
G0 ( t, s) y

d
( s)ds,

根据归纳法,对每个 1 [ j [ m- 1由

y
( 2j )
( t) = y

( 2j )
( t ) ,  0 [ t [ 1,

y
( 2j- 1)

(0) = y
( 2 j- 2)

(1) = 0,

可以得到

y
( 2j- 2)

( t) = - Q
1

t
y
( 2j- 1)

( s) ds,  0 [ t [ 1,

y
( 2j- 1)

(0) = 0,

及

y
( 2j- 2)

( t) = Q
1

0
G( t, s) y

( 2j )
( s)ds,

并且

y
( 2j- 1)

( t) = Q
1

0
G0 ( t, s) y

( 2 j )
( s) ds。

  定义算子 B: C[ 0, 1] y C[ 0, 1] 为

Bv ( t) = Q
1

0
G0 ( t, s) v( s) ds, v( t) I C[ 0, 1] ,

定义积分算子 c: C[ 0, 1] y C[ 0, 1] 为 cv ( t) = -Q
1

t
v ( s)ds, v( t) I C[ 0, 1] ,并令 v( t) = y

( 2m- 1)
( t) , t I [ 0, 1] ,

则由式(3) ,对问题( 2) ,有

v
c
( t) = f ( t, Am- 1( cv ( t)) , B( Am- 2( cv( t) )) , Am- 2( cv ( t)) , ,, B( A1( cv (t) ) ), A 1( cv ( t)) , B( cv( t) ), cv (t) , v( t) ),

v(0) = 0。
(4)
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由 A j (1 [ j [ m- 1) 定义可知,若 y ( t ) 为问题( 2) 的解,则 v( t ) = y
( 2m- 1)

( t) 为问题(4) 的解,反之,若

v( t ) 为问题(4) 的解, 则 y ( t) = A m- 1( cv ( t ) ) 为问题(2) 的解。

定义算子 T : C[ 0, 1] y C[ 0, 1] 为 Tv ( t) =

Q
1

0
G0( t, s) f ( s, A m- 1 ( cv ( s) ) , B ( A m- 2 ( cv ( s) ) ) , Am- 2( cv ( s) ) , ,, B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) ,

cv ( s) , v( s) ) ds,

显然问题(2) 有解当且仅当算子 T 有不动点 v ( t) = y
( 2m- 1)

( t )。

令 X = C[ 0, 1] ,定义范数 +v + = max
tI [ 0, 1]

| v( t) | , v ( t) I X ,并在 X 中定义锥

K = { v I X | v (0) = 0, (- 1) mv ( t) 单调非减, t I [ 0, 1] }。

  在 K 上定义非负连续凹泛函A, W, 及非负连续凸泛函 B, H, C为

A( v) = min
t I [ t

1
, t

2
] Q

1

t
v ( s)ds = | cv ( t2) | , H( v ) = max

tI [ t
1
, t

2
] Q

1

t
v ( s) ds = | cv ( t 1) | ,

W( v ) = min
tI [ 0, 1

r
] Q

1

t
v ( s)ds = | cv ( 1

r
) | , B( v) = max

tI [ 0, 1
r
] Q

1

t
v ( s)ds = | cv (0) | ,

C( v) = +v + = +v( 1) +,

其中 0 < t1 < t2 < 1, 0 <
1
r

[ t2。为方便,记 D = [ t1 , t 2 ] , 对每个 v I K ,易知 A( v) [ B( v) , +v + = C( v)。

笔者将用到 Gr een函数 G( t, s) 的下列性质:

Q
1

0
| G( t, s) | ds = 1 - t

2

2
, 0 [ t [ 1, (5)

Q
t
2

t
1

| G ( t2 , s) | ds = ( 1- t2 ) ( t2 - t1 ) , (6)

Q
1
r

0
| G( 0, s) | ds = 2r - 1

r
2 ,Q

1

1
r

| G( 0, s) | ds = ( r - 1) 2

2r2
, (7)

max
s I [ 0, 1]

G(0, s)
G( t, s)

=
1

1 - t
, (8)

min
s I [ 0, 1]

G( t2 , s)
G( t1 , s)

=
1 - t2
1 - t1

。 (9)

定理 2  对上述 t1 , t2 ,
1
r
,如果(- 1) mf (0) > 0, (- 1) mf : [ 0, 1] @ R2m y [ 0, ] ) 是连续的,且存在实数

0 < h =
r - 1
r

d < d < a < b =
1 - t1
1 - t2

a [ e,使得 f 满足下面的条件:

( H1) 对 t I [ 0, 1]

( | v | , | u0 | , | v 0 | , | u i | , | v j | ) I [ 0, e] @ [ 0, e] @ [ 0, e ] @ [ 0, eQ
1

0
| G i ( t , s) | ds] @

[ 0, eQ
1

0Q
1

0
| G j ( t , s) | dsdt] < [ 0, e] @ [ 0, e] @ [ 0, e ] @ [ 0,

e
2i
] @ [ 0, e

2j
] ,

1 [ i [ m- 1, 1 [ j [ m - 2,

有

| f ( t , um- 1 , vm- 2 , um- 2 , ,, v 1 , u1 , v 0 , u0 , v) | [ e;

( H2) 对 t I [ t 1 , t 2 ]

( | v | , | u0 | , | v 0 | , | u i | , | v j | ) I [ 0, e] @ [ a, b] @ [ at 1 , et 1 + b( t2 - t1) ] @

[ aQ
t
2

0
| G i ( t , s) | ds, bQ

1

t
1

| G i ( t , s) | ds + eQ
t
1

0
| G i ( t, s) | ds] @

[ aQ
t
1

0Q
t
2

0
| G j ( t , s) | dsdt, bQ

t
2

0Q
1

t
1

| G j ( t, s) | dsdt + eQ
t
2

0Q
t
1

0
| G j ( t, s) | dsdt] <

[ 0, e] @ [ a, b] @ [ at 1 , et 1 + b( t 2 - t1 ) ] @ [ at i2 (1- t 2)
i
, ( b+ e)

1
2i
] @

[ at 1 t
j
2(1 - t2)

j
, t2( b+ e)

1
2
j ] ,

1 [ i [ m- 1, 1 [ j [ m - 2,
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有

| f ( t , um- 1 , vm- 2 , um- 2 , ,, v 1 , u1 , v 0 , u0 , v) | \ a
( 1- t2 ) ( t 2 - t1 )

;

  ( H3) 对 t I [ 0, 1
r
]

( | v | , | u0 | , | v 0 | , | ui | , | v j | ) I [ 0, e] @ [ h, d] @ [ 0, d
r
] @ [ hQ

1
r

0
| G i ( t, s) | ds,

dQ
1

0
| G i ( t , s) | ds] @ [ 0, dQ

1
r

0Q
1

0
| G j ( t, s) | dsdt] <

[ 0, e] @ [ h, d] @ [ 0, d
r
] @ [ h( 1- 1

r
)
i
(
1
r
)
i
,
1
2
i ] @ [ 0, d

r2
j ] ,

1 [ i [ m- 1, 1 [ j [ m - 2,

有

| f ( t , um- 1 , vm- 2 , um- 2 , ,, v 1 , u1 , v 0 , u0 , v) | < 2r
2
d - e( r - 1)

2

2( 2r - 1)
,

则问题(2) 至少有 3个正解 y 1 , y 2 , y 3 满足

+y( 2m- 1)
i + [ e, i = 1, 2, 3,

+y ( 2m- 2)
1 + < d , min

t I D
| y

( 2m- 2)
2 ( t ) | > a, +y ( 2m- 2)

3 + > d, min
t I D

| y
( 2m- 2)
3 ( t ) | < a。

引理 1  若( H1) 成立, 则 T: P( C, e) y P (C, e) 是全连续算子。

证明  如果 v I K ,则对 t I [ 0, 1] , Tv (0) = 0,

(- 1)
m
( Tv )

c
( t ) = (- 1)

m
f ( t, Am- 1( cv ( t) ) , ,, v ( t) ) \ 0,因此 T 是K 上的自映射。

如果 v I P ( C, e) , +v + = C( v) = e, 对 t I [ 0, 1] , | v( t) | [ e, | cv ( t ) | [ e,

| B( cv ( t) ) | = |Q
1

0Q
1

r
v ( s) dsdr | [ e,

| A i ( cv ( t) ) | = |Q
1

0
G i ( t, s) cv ( s) ds | [ eQ

1

0
G i ( t, s) ds [ e

2
i , 1 [ i [ m- 1,

| B( A j ( cv ( t ) ) ) | = |Q
1

0
A j ( cv ( t) ) dt | = |Q

1

0
drQ

1

0
G j ( r , s) cv ( s)ds | [

eQ
1

0
drQ

1

0
| G j ( r, s) | ds [ e

2j
, 1 [ j [ m - 2,

由( H1) 得

C( Tv ) = +Tv + = |Q
1

0
G0 (1, s) f ( s, A m- 1( cv ( s) ) , B( A m- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2 ( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) )ds | [ e。

因此 Tv I P( C, e) ,即 T: P( C, e) y P ( C, e)。由 f 连续性易知T 是连续的,且对 K 上任一有界集 8 , T 8

是一致有界且等度连续的,由 Ar zela-Ascoli定理知, T : P (C, e) y P( C, e) 是全连续算子。

定理 2的证明

易见对 0 < h =
r - 1
r

d < d < a < b =
1 - t1
1 - t2

a [ e,

{ v I P ( C, H, A, a, b, e) | A( v) > a, } X Á ,
{ v I Q( C, B, W, h, d, e) | B( v) < d , } X Á

是成立的,现在来证( C1) 的第 2部分成立。

令 v I P( C, H, A, a, b, e) ,当 t I [ 0, 1] 时, | v ( t) | [ +v + = C( v) [ e, | cv ( t) | [ e, 当 t I [ t 1 , t2 ] 时,

| cv ( t ) | I [ a, b] ,

| A i ( cv ( t ) ) | = Q
1

0
G i ( t , s) cv ( s)ds \ Q

t
2

0
G i ( t, s) cv ( s) ds \ aQ

t
2

0
G i ( t, s) ds \ at

i
2(1 - t2)

i
,

1 [ i [ m- 1,

| A i ( cv ( t) ) | = Q
1

0
G i ( t, s) cv ( s)ds [ bQ

1

t
1

| G i ( t , s) | ds + eQ
t
1

0
| G i ( t, s) | ds, [ ( b+ e)

1
2
i ,

1 [ i [ m- 1,
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| B( cv ( t ) ) | = Q
t

0
cv ( s)ds \ Q

t
1

0
cv ( s)ds \ at 1 ,

| B ( cv ( t) ) | = Q
t

0
cv ( s)ds [ Q

t
2

0
cv ( s)ds = Q

t
1

0
cv ( s)ds + Q

t
2

t1

cv ( s)ds [ et 1 + b( t2 - t1) ,

| B ( A j ( cv ( t ) ) ) | = Q
t

0
dsQ

1

0
G j ( s, r) cv ( r )dr \ Q

t
1

0
dsQ

t
2

0
G j ( s, r) cv ( r )dr \

aQ
t
1

0Q
t
2

0
| G j ( s, r) | drds \ at 1 t

j
2(1 - t 2)

j
, 1 [ j [ m - 2,

| B ( A j ( cv ( t ) ) ) | = Q
t

0
dsQ

1

0
G j ( s, r) cv ( r )dr [ bQ

t
2

0Q
1

t
1

G j ( s, r) drds + eQ
t
2

0Q
t
1

0
G j ( s, r ) drds [

t2 ( b+ e)
1
2
j , 1 [ j [ m- 2,

由( H2) 和式( 5) 得

A( Tv ) = Q
1

t
2

dtQ
1

0
G0( t , s) f ( s, A m- 1 ( cv ( s) ) , B ( A m- 2 ( cv ( s) ) ) , Am- 2( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds =

Q
1

0
G( t2 , s) f ( s, Am- 1( cv ( s) ) , B( Am- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds \

Q
t
2

t
1

G( t2 , s) f ( s, Am- 1( cv ( s) ) , B( Am- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds \

( 1- t2 ) ( t 2 - t1 ) # a
(1 - t 2) ( t 2 - t 1)

= a。

再来证明( C2) 的第 2部分。

  令 v I Q(C, B, W, h, d, e) ,当 t I [ 0, 1] 时,

| v( t) | [ +v + = C( v) [ e, | cv ( t) | [ d,

当 t I [ 0,
1
r
] 时, | cv ( t) | I [ h, d] ,

| A i ( cv ( t) ) | = Q
1

0
G i ( t, s) cv ( s) ds \ hQ

1
r

0
| G i ( t, s) | ds \ h( 1-

1
r
)
i
(
1
r
)
i
,

1 [ i [ m- 1,

| A i ( cv ( t) ) | = Q
1

0
G i ( t, s) cv ( s)ds [ dQ

1

0
| G i ( t , s) | ds [ d

2
i , 1 [ i [ m- 1,

| B( cv ( t) ) | = Q
t

0
cv ( s)ds [ Q

1
r

0
cv ( s) ds [ d

r
,

| B( A j ( cv ( t ) ) ) | = Q
t

0
dsQ

1

0
G j ( s, r) cv ( r )dr [ dQ

1
r

0
dsQ

1

0
| G j ( s, t) | dt [ d

2j r
,

1 [ j [ m - 2,

由( H3)、( H1) 和式( 7) 得

B( Tv ) = Q
1

0
dtQ

1

0
G0 ( t, s) f ( s, Am- 1( cv ( s) ) , B( Am- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2( cv ( s) ) , ,,

B ( A 1( cv ( s) ) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) )ds =

Q
1

0
G(0, s) f ( s, A m- 1( cv ( s) ) , B( A m- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2 ( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds =

Q
1
r

0
G(0, s) f ( s, Am- 1( cv ( s) ) , B( Am- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2( cv ( s) ) , ,,
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B(A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) )ds +

Q
1

1
r

G (0, s) f ( s, Am- 1( cv ( s) ) , B( Am- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds <

2r - 1
r
2 # 2r2d - c( r - 1) 2

2(2r - 1)
+
( r - 1) 2

2r 2
e = d。

下面证明( C3)。

对 v I P( C, A, a, e) 且 H( Tv ) > b,

A( Tv ) = Q
1

0
G ( t2 , s) f ( s, Am- 1( cv ( s) ) , B( Am- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds =

Q
1

0

G( t2 , s)
G( t1 , s)

G( t1 , s) f ( s, A m- 1( cv ( s) ) , B( A m- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds \

1- t2
1- t1

# H( Tv ) > 1 - t2
1 - t1

b = a。

最后证明( C4)。

对 v I Q( C, B, d, e) 且 W( Tv ) < h,

B( Tv ) = Q
1

0
G(0, s) f ( s, A m- 1( cv ( s) ) , B( A m- 2( cv ( s) ) ) , A m- 2 ( cv ( s) ) , ,,

B( A 1( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) ) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) ) ds =

Q
1

0

G(0, s)

G(
1
r
, s)

G(
1
r
, s) f ( s, A m- 1 ( cv ( s) ) , B ( A m- 2 ( cv ( s) ) ) , Am- 2( cv ( s) ) , ,,

B( A 1 ( cv ( s) ) ) , A 1( cv ( s) , B( cv ( s) ) , cv ( s) , v( s) )ds [

r
r - 1

# W( Tv ) < r
r - 1

h = d。

因此定理 1的条件是成立的,从而算子 T 至少有 3个不动点 v 1 , v 2 , v 3 I P( C, e) 满足 B( v 1) < d , a <

A( v 2) , 及 d < B( v 3) , A( v 3) < a,从而 y i ( t ) = Am- 1( cv i ( t) ) = Q
1

0
Gm- 1 ( t, s) cv i ( s)ds,  t I [ 0, 1]  i = 1, 2,

3为式( 2) 的解,且分别满足:

+y ( 2m- 1)
i + [ e, i= 1, 2, 3,

+y ( 2m- 2)
1 +< d , min

t I D
| y ( 2m- 2)

2 ( t) | > a,

+y ( 2m- 2)
3 +> d , min

t I D
| y ( 2m- 2)

3 ( t) | < a。

定理 2证毕。
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连续的。D 则是全连续嵌入映射。

令 hK = I - H K,显然 H K在 U的边界上没有不动点, 这样 hK是一个紧同伦映射, 并注意到 K= 0时,

x ( t ) S 0,K= 1时, H 1( x ) = x , 以及 0 I U。

由 Leray-Schauder 度的性质知: 1= deg ( I , U, 0) = deg( h0 , U, 0) = deg( h1 , U, 0)。所以, H 1 ( x ) = x 在

C
2
B [ 0, 1]上有解,即边值问题(2)在 C

2
[ 0, 1]上有解。

定理 2  边值问题(2)的边值条件修改为 x
c
( 0)= 0, x (1)= 0时,则新得到的边值问题在 C

2
[ 0, 1]上至少

存在 1个解。

证明  由于以上引理皆有相应的结论,故定理成立。

定理 3  n阶常微分边值问题

x
( n)

= f ( t , x , x
c
, ,, x ( n- 1)

) , t I [ 0, 1] ,

x (0)= 0, x
c
(1)= 0, x

d
(1)= 0, ,, x ( n- 1)

(1) = 0
(7)

在 C
n
[ 0, 1]上至少存在 1个解。

如果| f ( t , x , xc) |局部有界,那么需要更多的约束条件, 才能保证边值问题( 2)的解存在。参考文献[ 3]

中给出了一种条件假设。
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再讨论 f ] ,因为 f ] = lim
x y ]

f ( x )
x
存在,所以对上面的G> 0,存在h2 > h1 ,当 x > h2时, 有 f ( x ) [ ( f ] + G) x。

取 x I P,且 +x + = h2 ,则

Tx ( t ) = KQ
R( b)

a
G ( t , s) f ( s, x

R
( s) ) $s [ K( f ] + G) +x +Q

R( b)

a
G ( t , s) $s [ +x + ,

令 82 = { x I E: +x + < h2} ,则当 x I P H 5 82 时,有 +Tx + [ +x +。由引理 1得, T 在P H ( 82 \ 81)

上有不动点,即式(3) 至少有 1个正解。
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