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摘  要:利用 5个泛函的不动点定理,证明了 2n阶微分方程边值问题 y
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Abstract: By the five func tiona ls fixed point theorem, w e prove that there are at least three m ono tone po sitive so lutions for 2n-o rder

boundary value prob lem y ( 2n) = f ( t, y, yd, ,, y ( 2(n- 2) ) , y ( 2(n- 1) ) ), 0[ t[ 1, y ( 2i+ 1) ( 0) = y( 2i) ( 1) = 0, 0[ i[ n - 1。
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1 问题提出

对 2n阶微分方程边值问题

y
( 2n )

= f ( y, y
d
, ,, y

( 2( n - 1) )
),   0[ t[ 1,

y
( 2 i)

( 0) = y
( 2i)

( 1) = 0,     0[ i[ n - 1,
( 1)

文献 [ 1]与文献 [ 2]中利用 Legget-tW illiam s不动点定理,在 f依赖高阶导数的情形下, 研究了问题 ( 1)的 3个

对称正解的存在性。文献 [ 3]中在 ( - 1)
n
f: R

n
→ [ 0, ] )是连续的条件下,利用 5个泛函的不动点定理,讨论

了问题 ( 1)的 3个对称正解的存在性。文献 [ 4]利用 5个泛函的不动点定理,讨论了

y
( 2n )

= f ( t, y
d
, ,, y

( 2( n- 1) )
),   0[ t[ 1,

y
( 2i)

( 0) = y
( 2 i+ 1)

( 1) = 0,     0[ i[ n - 1
( 2)

的 3个单调正解的存在性。

  本文考虑 2n阶边值问题

y
( 2n)

= f ( t, y
d
, ,, y

( 2( n - 1) )
),   0[ t[ 1,

y
( 2i+ 1)

( 0) = y
( 2i)

( 1) = 0,     0[ i[ n- 1,
( 3)
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其中 ( - 1)
n
f: [ 0, 1] @ R

n
→ [ 0, ] )是连续的,利用 5个泛函的不动点定理,研究问题 ( 3)的 3个单调正解的

存在性。

2 预备知识

定义 1 设 K 是一个锥,称 A是 K上的非负连续凹泛函, 如果 A: K→ [ 0, ] )是连续的,且对所有 x, y I K

和 0[ t[ 1, 有 A( tx + ( 1- t )y ) \ tA( x ) + ( 1- t)A( y );称 B是 K上的非负连续凸泛函, 如果 B: K→ [ 0, ] )是

连续的,且对所有 x, yI K和 0[ t[ 1,有 B( tx + ( 1- t) y ) \ tB( x ) + ( 1- t) B(y )。

  设 C, B, H是 K上的非负连续凸泛函, A, W是 K上的非负连续凹泛函,对非负常数 h, a, b, d和 c定义如下

凸集:

P (C, c) = { xI K |C( x ) < c},

P (C, A, a, c) = {x I K |a[ A( x ), C(x ) [ c},

Q ( C, B, d, c) = { xI K |B(x ) [ d, C( x ) [ c},

P ( C, H, A, a, b, c) = { x I K |a[ A(x ), H( x ) ) [ b, C( x ) [ c},

Q (C, B, W, h, d, c) = {x I K |h[ W(x ), B(x ) [ d, C(x ) [ c}。

  定理 1
[ 5]  设 K是实 B anach空间 E上的一个锥, A和 W是 K上的非负连续凹泛函, C, B, H是 K上的非

负连续凸泛函,且存在正数 c和 m 使得对所有 xI P ( C, c),

A( x ) [ B( x ),且+ x + [ mC(x )。

又设 A: P ( C, c)→P ( C, c)是全连续的, 且存在常数 h, d, a, b\0, 0< d < a使下列条件成立:

( C1) { xI P ( C, H, A, a, b, c) |A( x ) > a } X ù ,且对 x I P (C, H, A, a, b, c)有 A(Ax ) > a;

( C2) { xI Q (C, B, W, h, d, c) |B( x ) < d } X ù ,且对 x I Q ( C, B, W, h, d, c)有 B(A x ) < d;

( C3)对 xI P ( C, A, a, c), H(Ax ) > b有 A(Ax ) > a;

( C4)对 xI Q (C, B, d, c), W(A x ) < h有 B(A x ) < d。

则 A至少有 3个不动点 x 1, x 2, x3I P ( C, c)使得:

B( x1 ) < d, a< A( x2 ), 且 d < B(x 3 ), A( x3 ) < a。

3 主要结论

边值问题

v
d
= 0 ,  0[ t[ 1,

v
c

( 0) = v( 1) = 0

的 Green函数 G ( t, s)为

G ( t, s) =
t- 1,  0[ s[ t[ 1,

s- 1,  0[ t[ s[ 1。

令 G1 ( t, s) = G ( t, s),对 2[ j[ n, 定义

G j ( t, s) = Q
1

0
G ( t, r)G j- 1 ( r, s) dr,

易知 G j ( t, s)是边值问题

y
( 2j)

( t) = 0,    0 [ t [ 1,

y
( 2i+ 1)

( 0) = y
( 2i)

( 1) = 0,  0 [ i [ j - 1

的 Green函数 ( 1 [ j [ n)。

对每个 1 [ j [ n - 1,定义 A j: C [ 0, 1] → C [ 0, 1]为

A j v( s) = Q
1

0
G j ( s, S) v(S) dS,
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则对每个 1 [ j [ n - 1,

(A j v)
( 2j )

( t) = v( t), 0 [ t [ 1,

(A j v)
( 2i+ 1 )

( 0) = (A j v)
( 2i)

( 1) = 0, 0 [ i [ j - 1。

考虑问题

v
d

( t) = f ( t, A n- 1 v( t ), An- 2 v ( t), ,, A 1 v( t), v( t) ),  0 [ t [ 1,

v
c

( 0) = v( 1) = 0,      0 [ i [ j - 1,
( 4)

由 A j的定义,易知: y = A n- 1 v( t) 是式 ( 3) 的解的充分必要条件为 v( t) = y
( 2( n- 1) )

( t)是式 ( 4)的解。

笔者要用到 G ( t, s)下列性质

Q
1

0
| G ( t, s) | ds =

1 - t
2

2
, 0 [ t [ 1, ( 5)

Q
t2

t
1

| G ( t2, s) | ds = ( 1 - t2 ) ( t2 - t1 ), ( 6)

m ax
sI [ 0, 1]

G ( 0, s)
G ( t, s)

=
1

1 - t
, ( 7)

m in
sI [ 0, 1 ]

G ( t2, s)

G ( t1, s)
=

1 - t2

1 - t1
, 0 < t1 < t2 < 1。 ( 8)

设 X为实 B anach空间 C [ 0, 1] ,其中范数 | v | = m ax
tI [ 0, 1]

| v( t) |, v( t ) I X。定义锥 K A X为 K = { v I X

| ( - 1)
n- 1

v( t ) \ 0, ( - 1)
n- 1

v( t)在 [ 0, 1]上是单调不增的凹函数 }。

在 K 上定义非负连续的凹泛函 A, W和非负连续的凸泛函 B, H, C为

C( v ) = m ax
tI [ t3, 1]

| v ( t) | = | v ( t3 ) |;   A( v ) = m in
tI [ t1, t2]

| v( t ) | = | v( t2 ) |;

H( v) = m ax
tI [ t1, t2]

| v( t ) | = | v( t1 ) |;   W( v) = m in
tI [ 0,

1
r

]

| v( t ) | = | v(
1

r
) |;

B( v) = m ax
tI [ 0,

1
r

]

| v( t) | = | v ( 0) |。

式中: 0 < t3 < 1, 0 < t1 < t2 < 1, 0 <
1

r
< 1。

易知对任意 v I K有

A( v ) [ B( v), + v+ [ 1

1 - t3
C( v),

为方便起见,记 D = [ t1, t2 ]。

定理 2 对满足上述条件的 t1, t2, t3和 C,设 ( - 1)
n
f: [ 0, 1] @ R

n
→ [ 0, ] )连续, 且存在

0 < h =
r - 1

r
d < d < a < b =

1 - t1

1 - t2
a [ c, 使 f满足如下条件:

(H 1)对所有 t I [ 0, 1] ,

( | un- 1 |, | un- 2 |, ,, | u1 |, | u0 | ) I 7
n- 1

j= 1

[ 0,
c

1 - t3 Q
1

0
G j ( t, s) ds] < 7

n- 1

j = 1

[ 0,
c

1 - t3

# 1

2
j ],

有

| f ( t, un- 1, un- 2, ,, u1, u0 ) | [ 2c

1 - t
2
3

。

(H 2)对所有 t I [ t1, t2 ] ,

( | un- 1 |, | un- 2 |, ,, | u1 |, | u0 | ) I 7
n- 1

j = 1
[ a Q

t2

0
| G j ( t, s) | ds, b Q

t2

t1

| G j ( t, s) | ds +
c

1- t3 Q[ 0, 1] \D
| G j ( t, s) | ds] @

[a, b] < 7
n- 1

j = 1
[ at

j

2 ( 1- t2 )
j
, ( b +

c

1 - t3
)

1

2
j ] @ [a, b ],

有

| f ( t, un- 1, un- 2, ,, u1, u0 ) | >
a

( 1 - t2 ) ( t2 - t1 )
。
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(H 3)对 t I [ 0,
1

r
],

( | un- 1 |, | un- 2 |, ,, | u1 |, | u0 | ) I 7
n- 1

j= 1

[ h Q
1
r

0
| G j ( t, s) | ds, d Q

1
r

0
| G j ( t, s) | ds +

c

1 - r3
Q
1

1
r

| G j ( t, s) | ds] @

[ h, d ] < 7
n- 1

j = 1
[ h ( 1 -

1
r

)
j
(

1
r

)
j
, (d +

c
1 - r3

)
1

2
j ] @ [ h, d ] ,

有

| f ( t, un- 1, un- 2, ,, u1, u0 ) | <
2

2r - 1
( r

2
d -

c( r - 1)
2

1 - t
2
3

),

则问题 ( 3)至少有 3个正解 y1, y2, y3,满足:

m ax
tI [ t3, 1]

| y
( 2 ( n- 1 ) )

i ( t) | [ c, i = 1, 2, 3,

m ax
tI [ 0,

1
r

]

| y
( 2( n- 1) )

1 ( t ) | < d,

a < m in
tI [ t1, t2]

| y
( 2( n- 1) )

2 ( t) |且 d < m ax
tI [ 0,

1
r

]

| y
( 2( n- 1 ) )

3 ( t) |,

m in
tI [ t1, t2]

| y
( 2 ( n- 1 ) )

3 ( t) | < a。

对 v I K定义算子 T

T v( t ) = Q
1

0
G ( t, s) f ( s, An- 1 v( s), An- 2 v( s), ,, A 1 v ( s), v( s) ) ds,

则算子 T在 K上不动点 v等价于问题 ( 4)有解 v。

引理 1 T是P (C, c)→ P (C, c)的全连续算子。

证 明  对任意 v I K, t I [ 0, 1]有

( - 1)
( n- 1)

T v( t) \ 0, ( - 1)
( n- 1)

(T v( t) )
c

= ( - 1)
( n- 1) Q

t

0
f ( s, A n- 1 v ( s), ,, v( s) ) ds [ 0,

( - 1)
( n- 1 )

(T v( t ) )
d

= ( - 1)
( n- 1)

f ( t, A n- 1 v( t), A n- 2 v( t), ,, A 1 v ( t), v ( t) ) [ 0,

所以 T v ( t) I K,即 T 为 K上的自映射。

对 v( t) I P ( C, c), + v+ [ 1
1 - t3

C( v) [ c
1 - t3

, 如果 t I [ 0, 1] ,则

| v( t) | I [ 0,
c

1- t3
], | A j v( t) | I [ 0,

c
1 - t3 Q

1

0
G j ( t, s) ds] < [ 0,

c
1 - t3

# 1

2
j ] , 1 [ j [ n - 1。

由 (H 1) 和式 ( 5) 有 C(T v ) = m ax
tI [ t3, 1]

| T v( t) | = T v ( t3 ) = Q
1

0
| G ( t3, s)f ( s, An- 1 v ( s ), An- 2 v ( s), ,, A 1 v ( s ),

v( s) ) | ds [ 2c

1 - t
2
3

#
1 - t

2
3

2
= c。所以 T是P ( C, c)上的自映射。由 f的连续性,易知 T是连续的,且对 K上的

任一有界集 8, A 8是全有界的和等度连续的,由 A rze la-A sco li定理知 T: P (C, c)→ P (C, c)是全连续算子。

下面是定理 2的证明。

易知: { v I P (C, H, A, a, b, c) | A( v ) > a } X ù , { v I Q ( C, B, W, h, d, c) | B( v ) < d } X ù 是成立的。
下面证明 ( C1)的后半部分。

对 v I P ( C, H, A, a, b, c),当 t I [ t1, t2 ] , v( t) I [ a, b ]时,

| A j v( t ) | = Q
1

0
G j ( t, s) v( s) ds \ Q

t2

0
G j ( t, s) v( s) ds \ a Q

t2

0
| G j ( t, s) | ds \ at

j

2 ( 1 - t2 )
j
,

| A j v( t) | = Q
1

0
G j ( t, s) v( s) ds = Q

t2

t1

G j ( t, s) v ( s ) ds + Q[ 0, 1] \D
G j ( t, s) v( s) ds [

b Q
t2

t1

| G j ( t, s) | ds +
c

1 - t3 Q[ 0, 1] \D
| G j ( t, s) | ds [ ( b +

c
1 - t3

) # 1

2
j,

由 (H 2) 和式 ( 6)有

A(T v) = m in
tI [ t

1
, t

2
] Q

1

0
G ( t, s)f ( s, An- 1 v ( s ), An- 2 v ( s), ,, A 1 v ( s ), v( s) ) ds =

Q
1

0
G ( t2, s)f ( s, A n- 1 v ( s), An- 2 v ( s ), ,, A 1 v( s), v( s) ) ds \
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Q
t2

t1

G ( t2, s )f ( s, An- 1 v ( s), An- 2 v( s), ,, A 1 v ( s), v( s) ) ds >

a

( 1 - t2 ) ( t2 - t1 ) Q
t2

t1

| G ( t2, s) | ds =

( 1 - t2 ) ( t2 - t1 )
a

( 1 - t2 ) ( t2 - t1 )
= a。

再证 ( C2)的后半部分。

对 v I Q ( C, B, W, h, d, c),当 t I [ 0,
1

r
], | v( t) | I [ h, d ]时,

| A jv( t) | = Q
1

0
G j ( t, s)v ( s) ds \ Q

1
r

0
G j ( t, s)v( s) ds \ h Q

1
r

0
| G j ( t, s) | ds \ h ( 1-

1

r
)

j 1

r
j ,  1 [ j [ n - 1,

| Aj v( t ) | = Q
1

0
G j ( t, s) v( s) ds [ Q

1
r

0
G j ( t, s ) v( s) ds [

d Q
1
r

0
| G j ( t, s) | ds +

c

1 - r3
Q

1
r

0
| G j ( t, s) | ds [ ( d +

c

1 - r3

)
1

2
j ,  1 [ j [ n - 1,

由 (H 3) 和 (H 1)得

B(T v) = m ax
tI [ 0,

1
r

] Q
1

0
G ( t, s )f ( s, An- 1 v ( s), An- 2 v( s), ,, A 1 v ( s), v( s) ) ds =

Q
1

0
G ( 0, s)f ( s, A n- 1 v( s), An- 2 v ( s ), ,, A 1 v( s), v( s) ) ds =

Q
1
r

0
G ( 0, s) f ( s, A n- 1 v( s), A n- 2 v( s), ,, A 1 v( s), v ( s) ) ds +

Q
1

1
r

G ( 0, s)f ( s, A n- 1 v( s), An- 2 v ( s ), ,, A 1 v( s), v( s) ) ds <

2r - 1

2r
2 # 2

2r - 1
( r

2
d -

c( r - 1)
2

1 - t
2
3

) +
( r - 1)

2

2r
2 # 2c

1 - t
2
3

= d。

现在来证 ( C3)。

对 v I P ( C, A, a, c)且 H(T v) > b,

A(T v ) = Q
1

0
G ( t, s)f ( s, A n- 1 v( s), A n- 2 v( s), ,, A 1 v( s), v( s) ) ds =

Q
1

0

G ( t2, s )

G ( t1, s )
G ( t1, s)f ( s, An- 1 v ( s ), An- 2 v ( s), ,, A 1 v ( s ), v( s) ) ds \

1 - t2

1 - t1 Q
1

0
G ( t1, s )f ( s, An- 1 v ( s), An- 2 v( s), ,, A 1 v ( s), v( s) ) ds >

1 - t2

1 - t1
# b = a。

最后证 ( C4)。

对 v I Q ( C, B, d, c)且 W(T v ) < h

B(T v) = m ax
tI [ 0,

1
r

] Q
1

0
G ( t, s )f ( s, An- 1 v ( s), An- 2 v( s), ,, A 1 v ( s), v( s) ) ds =

Q
1

0
G ( 0, s)f ( s, A n- 1 v( s), An- 2 v ( s ), ,, A 1 v( s), v( s) ) ds =

Q
1

0

G ( 0, s)

G (
1
r

, s)

G (
1

r
, s) f ( s, A n- 1 v( s), A n- 2 v( s), ,, A 1 v( s), v( s) ) ds [ r

r - 1
W(T v ) <

r
r - 1

h = d。

由定理 1知,算子 T在P (C, c)上至少有 3个不动点 v1, v2, v3,满足 B( v1 ) < d, a < A( v2 )且 B( v3 ) > d,

A( v3 ) < a,令 yi ( t) = An- 1 Vi ( t) = Q
1

0
G ( n- 1) ( t, s) Vi ( s) ds, i = 1, 2, 3, 则 y1, y2, y3是式 ( 3)的 3个正解,且满

足所需要求。

定理证毕。 (下转第 132页 )
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图 2 模型预测值比较
F ig. 2 Com pa rison o f the predicting of the mode ls

4 结  论

1)从理论上讲,由于引进了新灰数,所以新息模型要优于原息模型,更适用于动态预测。等维新息模型

还具有所需数据量较少、计算方便等优点,从预测结果看,其精度较高。

2) GM ( 1, 1)等维新息模型虽然预测现有数据精度很好, 但不能很好反映原始数据的周期震荡性, 必须

结合残差序列的周期分析来修正模型,从而将模型的预报精确度大大提高。

3)通过分析可知, 两模型的不同表现原因在于等维新息模型只注重了数据降低的长期趋势,而残差修

正模型还模拟了数据的周期震荡性, 从而在数据的突变点预报方面更胜一筹。但这种对周期震荡性的模拟

只是出于对原始数据的分析,并没有考虑到影响长江水质的经济、天气、地质等因素, 可能不尽完善。
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