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无界域上正则函数向量的一类边值问题
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摘  要:得到了无界域上正则函数向量的 Plem e lj公式, 然后利用积分方程的方法和压缩不动点原

理,讨论了实 C liffo rd分析中无界域上正则函数向量的带位移带共轭的线性边值问题解的存在唯一

性和积分表达。
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Abstract: T he paper obtains the P lem e lj fo rmu la for regular function vectors on unbounded dom ains in Cliffo rd analysis. And then, by

the compressed fixed point theorem, the paper g ives the ex istence and the integra l expression o f the so lution to the boundary va lue prob-

lem w ith sh ift and con jugate va lue fo r regular function vectors on unbounded dom a ins in C liffo rd ana lysis.
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1 预备知识

设 R
n+1
的正交基为 e0, e1, ,, en,可以构造一个实的 2

n
维 C liffo rd代数 A,其基由所有 eA = eA1

eA2
,eAh

和

eÁ 组成。这里 A = { A1, A2, ,, Ah } A { 1, 2, ,, n }, 1 [ A1 < A2 < , < Ah [ n, eÁ = e0是 A中的单位元。

A中元素为 u = 6
A

uA eA, uA I R, A中有一可结合不可交换的乘法满足以下法则: ei ej = - ej ei, e
2
i = - 1, i X

j, i, j = 1, 2, ,, n。

C lifford分析是 20世纪初创立的, 1970年以来得到很大发展。近几年在有限域上的 C liffo rd分析中关于

正则函数以及函数向量的一些理论已被建立
[ 1~ 7]
。而在实际应用中,许多问题都是在无界域的情况下提出

的。因此,讨论无界域上的 P lem elj公式和边值问题有很重要的意义。本文在以上工作的基础上, 利用积分

方程的方法和压缩不动点原理, 讨论了实 C lifford分析中无界域上正则函数向量的带位移带共轭的且满
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足边界条件

A ( t) á 5 +
(d ( t ) ) + B ( t)á 5

+
( d ( t) ) + C ( t) á 5 -

(d ( t ) ) + D ( t )á 5
-

( d ( t) ) = G ( t ) ( 1)

的边值问题,证明了其解的存在唯一性,并给出了解的积分表达式。

对于 u I A, 规定了从A到A上的运算, 对合: u '= 6
A

( - 1)
|A |

uA eA;反演: u
*

= 6
A

( - 1)
|A |# ( |A | - 1)

2 uA eA;

共轭: �u = ( u
*

) c= ( uc)
*

,这里 | A |为指标集 A中元素的个数, 空集的指标为零。

定义 A中元素 u的模为 | u |
2

= 6
A

| uA |
2
, 易知

| �u | = | u |, | u + v | [ | u | + | v |, | uv | [ J0 | u | | v |, ( 2)

其中 J0是一个正常数。令 H ( 58, B)表示有界 H Ê lder连续函数所构成的函数集,其 H Ê lder指数均为

B( 0 < B< 1),对任意的 UI H (58, B),定义 U的模如下 : +U+ B = C ( U, 58 ) +H ( U, 58, B),其中 C ( «, 58 ) =

sup
tI 58

| U( t) |, H ( U, 58, B) = sup
t1X t2

t1, t2I 58

| U( t1 ) - U( t2 ) |

| t1 - t2 |
B ,显然H (58, B)构成一个 Banach空间,且有 + U

-

+ B =

+ U+ B。对于 f, g I H (58, B),易知有

+ f + g +B [ + f +B + + g+ B, + fg+ B [ J0 + f+B+ g+ B。 ( 3)

设 F ( x ) = ( f1 ( x ), f 2 ( x ), ,, fp ( x ) ), G ( x ) = ( g1 ( x ), g2 ( x ), ,, gp ( x ) ) (其中 f i (x ), g i ( x ) I H ( 58,
B), i = 1, ,, p )是函数向量,定义加法和乘法如下:

F + G = ( f1 (x ) + g1 ( x ), f 2 ( x ) g2 (x ), ,, fp (x ) + gp ( x ) );

F á G = (f 1 ( x ) g1 ( x ), ,, fp ( x ) gp ( x ) )。

定义 5 = (U1, U2, ,, Up ) 的 绝 对值 为 | 5 | = ( 6
p

i= 1
| Ui |

2
)

1
2。 若 | 5 ( x ) - 5 ( x0 ) | =

6
p

i= 1

| Ui ( x ) - Ui ( x0 ) |
2

1
2 [ B | x - x0 |

B
(B是一个正常数 ),则称函数向量 5 ( x ) = ( U1 ( x ), U2 (x ), ,,

Up ( x ) ) (其中 x I 58 ) 在 58是依绝对值 H Ê lder连续的。由文献 [ 5]有

| F + G | [ | F |+ | G |, | F á G | [ J 0 | F | | G |。 ( 4)

设H c( 58, B)表示依绝对值 H Ê lder连续函数向量 (H Ê lde r指数是 B, 0 < B < 1)的集合 (在本文中连续

函数向量指的是这个函数向量的各分量都连续 )。对于任意 5 I H c(58, B), 定义 + 5 +B = C ( 5, 58 ) +

H c( 5 , 58, B),其中 C ( 5, 58 ) = sup
tI 58

| 5 ( t) |,H c( 5, 58, B) = sup
t
1
X t

2
,

t
1
, t

2
I 58

| 5 ( t1 ) - 5 ( t2 ) |

| t1 - t2 |
B 。易证H c( 58, B)是

B anach空间
[ 5]
。对于 F, G I H c(58, B),由文献 [ 5] 有

+�F+ B = +F+ B, +F + G+ B [ +F+B + +G+B, +F á G+ B [ J 0+F+B+G+ B。 ( 5)

由文献 [ 5]有,若 5 = (U1, U2, ,, Up ) I H c(58, B),则有 Ui I H (58, B), i = 1, 2, ,, p; 若 Ui I H ( 58,
B), i = 1, 2, ,, p, 则有 5 = ( U1, U2, ,, Up ) I H c(58, B)。

在 R
n+ 1
中某集合上定义, 在 A上取值的函数记为 f (x ) = 6

A

fA (x ) eA,其中 fA ( x ): R
n+ 1 y R。如果 5

-

f =

6
n

i= 0
ei

5f
5xi

= 6
n

i= 0
6
A

ei eA
5fA

5x i

= 0,则称 f为左正则函数,简称为正则函数。设 F (x ) = ( f1 (x ), f 2 ( x ), ,, fp ( x ) ),

若 f i ( x ) ( i = 1, 2, ,, p )是正则函数,则称 F (x )是正则函数向量。

2 无界域上正则函数向量的 P lem elj公式

设 8 < R
n+ 1
是具有光滑 L iapunov边界 58的无界区域,且 8的余集包含一个非空开集, 选定位于 �8的余

集中的一个点 y。引入 8上的修正的 C auchy核和 C auchy型积分。

定义 1
[ 7]  设 8为上述无界区域, y为 �8的余集中的固定点, NI 58, x I 8, Xn+ 1为 R

n+ 1
中单位球面的

面积, 称

l (N, x ) =
1

Xn+ 1

(
�N- �x

| N- x |
n+ 1 -

�N- �y

| N- y |
n+ 1 )
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为 n维无界域 58上的修正的 Cauchy核。

引理 1
[ 8]  存在正常数 C ( n) > 0,使得

| l( N, x ) | [ C ( n) | x - y | 6
n

j= 1
| N- x |

- j
| N- y |

j- ( n+ 1)
, ( 6)

其中 C ( n )是只与维数 n有关的正常数。

定义 2 积分

Ui = Q58 l (N, x )m (N) f i (N) ds( N), x I 8,

称为修正的 C auchy型积分。这里 8, 58如前所述, l( N, x )为定义 1中所述的修正的 C auchy核, m ( N)是沿 58
的外法线方向的单位向量, ds (N)是 58上的 Lebesgue测度。

引理 2
[ 7]  设 f i (N)是 58上的 H Ê lder连续函数,且 f i I L

]
( | x - y |

- s
), 这里 L

]
( | x - y |

- s
)是 58上

以 | x - y |
- s
为权函数的 H ardy空间,其中 s I ( 0, 1), 则

Ui = Q58 l( N, x )m ( N) fi ( N) ds( N), x I 8为 8上的左正则函数。

设 x 0 I 58, 称积分

Ui ( x0 ) = Q58 l( N, x0 )m ( N) fi ( N) ds(N) ( 7)

为无界域 58上的奇异积分。
记超球 E: | x - x0 | < R, 58被 E分成 2部分, 并记 58位于球 E内部的部分为 KR,令

UiR (x0 ) = Q58 - KR
l (N, x 0 )m (N)f i (N) ds( N)。

定义 3 若 lim
Ry 0

UiR (x0 ) = I i (x 0 )存在,称 Ii ( x0 )为奇异积分 ( 7)的柯西主值,记为 I i (x 0 ) = P. V. Ui (x0 )。

引理 3
[ 7]  8, 58如前所述,记 fi为 58上的H Ê lder连续函数, 且 fi I L

]
( | x - y |

- s
),则奇异积分 ( 7)的

柯西主值存在。

引理 4
[ 7]  对任意 x I 58, 在主值意义下

P. V. Q58 l (N, x )m (N) ds(N) =
1

2
。 ( 8)

引理 5
[ 7]  ( P lem e lj公式 )  8, 58如前所述,记 f i为 58上的 H Ê lder连续函数,且 f i I L

]
( | x - y |

- s
),

对于 x0 I 58,有

U
+

i ( x0 ) = P. V. Q58 l( N, x0 )m ( N) fi ( N) ds (N) +
1
2

fi ( x0 ),

U
-

i ( x0 ) = P. V. Q58 l( N, x0 )m ( N) fi ( N) ds (N) -
1
2

fi ( x0 )。

推论 1 8, 58如前所述,函数向量 F = ( f1, f 2, ,, fp ), fi为 58上的 H Ê lder连续函数,且 f i I

L
]

( | x - y |
- s

), i = 1, 2, ,, p,对于 x0 I 58,有

5
+

(x 0 ) = P. V. Q58 l( N, x0 )m (N)F (N) ds( N) +
1

2
F ( x0 ), ( 9)

5
-

(x 0 ) = P. V. Q58 l( N, x0 )m (N)F (N) ds( N) -
1

2
F ( x0 ), ( 10)

记 PF = P. V. Q58 l( N, x0 )m ( N)F (N) ds( N), 1
2

F =
1
2

F ( x0 )。

定义 4 设 d ( t )为 58到 58的同胚映射,则称 d ( t)为 58上的位移。
推论 2 8, 58如前所述,函数向量 F = ( f1, f 2, ,, fp ), fi为 58上的 H Ê lder连续函数,且 f i I

L
]

( | x - y |
- s

), i = 1, 2, ,, p, d ( t) 为 58上的位移。对于 x0 I 58,有

5
+
(d (x0 ) ) = P. V. Q58 l( N, d (x0 ) )m (N)F (N) ds(N) +

1
2

F ( d ( x0 ) ), ( 11)

5
-
(d (x0 ) ) = P. V. Q58 l( N, d(x0 ) )m (N)F (N) ds(N) -

1

2
F ( d ( x0 ) ), ( 12)

记 PF ( d ) = P. V. Q58 l( N, d (x0 ) )m (N)F (N) ds(N),
1

2
F ( d ) =

1

2
F ( d (x0 ) )。
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3 无界域上正则函数向量的带位移带共轭的边值问题

设 8 < R
n+ 1
是具有光滑 L iapunov边界 58的无界区域,且 8的余集包含一个非空开集, y是 �8的余集中

的一点。设 A ( t) = ( a1 ( t ), a2 ( t), ,, ap ( t ) ), B ( t ) = ( b1 ( t ), b2 ( t), ,, bp ( t) ), C ( t ) = ( c1 ( t), c2 ( t), ,,

cp ( t) ), D ( t) = ( d1 ( t), d1 ( t ), ,, dp ( t) ), G ( t) = ( g1 ( t), g2 ( t), ,, gp ( t) ) I H c( 58, B), d ( t)为 58上的

位移。记 8
+

= 8, 8
-

= R
n+ 1

\�8, 要找在 8
?
上正则,在 8

? G 58上连续, 且满足 5
-

(y ) = 0的函数向量 5 =

( U1 ( t ), U2 ( t ), ,, Up ( t) ),使其满足式 ( 1)的边界条件, 称此边值问题为问题 XB。

将式 ( 11) 式 ( 12)代入式 ( 1), 得到方程

A ( t ) á (
F ( d )

2
+ PF (d ) ) + B ( t) á (

F (d )
2

+ P F ( d ) ) +

C( t ) á (-
F (d )

2
+ PF ( d ) ) + D ( t) á ( -

F ( d )

2
+ P F (d ) ) = G ( t)。 ( 13)

引入算子 QF = (A ( t) + C( t) ) á ( -
F

2
+ PF ) (d ) + ( 1+ A ( t ) ) á F (d) + (B ( t) + D ( t) ) á ( -

�F
2

+

P�F ) (d ) + B ( t) F ( d ) - G ( t),则方程 ( 13) 可写成

QF = F, ( 14)

这样将边值问题 XB转化为求解积分方程 ( 14)。

定理 1 设 d ( t )为 58上的位移, 且对于 tc, tdI 58都有 | d ( tc) - d ( td) | [ J | tc- td | ( J为正常数 ),

则对于任意函数向量 F i I H c( 8, B),都有 +F (d ( t ) ) +B [ ( 1 + J
B

) +F+ B。

定理 2 引入算子 H: Hfi =
fi

2
- P fi, 其中 f i I H (58, B),那么存在与 f i无关的正常数 J1,使得

+ Hfi +B [ J1 + f i + B, +Hf
-

i +B [ J1 + f i + B。

引理 7
[ 5]  若 F = (f 1, f2, ,, fp ) I H c(58, B),则 + fi + B [ +F+ B( i = 1, 2, ,, p )。

定理 3 令 H: HF =
F
2

- PF, 其中 F I H c(58, B), 那么存在与 F无关的正常数 J2, 使得 +HF+ B [

J 2+F+B, + H�F+ B [ J2 +F+B。

定理 4 令 H: HF =
F

2
- PF,其中 F I H c(58, B), d ( t)为 58上的位移,且对于 tc, tdI 58都有 | d ( tc) -

d ( td) | [ J | tc- td | ( J为正常数 ),那么存在与 F无关的正常数 J3,使得 +HF ( d ) + B [ J3 ( 1+ J
B
) +F+B,

+ HF ( d )
-

+ B [ J3 ( 1 + J
B
) +F+B。

定理 5 对任意的 fi I H ( 58, B),存在与 f i无关的常数 J4,使得 +
fi

2
+ Pfi +B [ J4 + f i + B。

定理 6 对任意的 F I H c(58, B), d ( t)为 58上的位移,且对于 tc, tdI 58都有 | d ( tc) - d ( td) | [

J | tc- td | ( J为正常数 ),那么存在与 F无关的常数 J5,使得

+ F
2
+ PF+ B [ J5 +F+B, + �F

2
+ P�F+B [ J5 +F+ B,

+ F ( d )

2
+ PF (d ) + B [ J5 ( 1 + J

B
) +F+ B, + F (d )

) ) )

2
+ P�F+ B [ J5 ( 1 + J

B
) +F+ B

定理 7 设问题 XB中 A ( t), B ( t), C( t ), D ( t), G ( t ) I H c(58, B), d ( t )为 58上的位移,且对于 tc, tdI

58都有 | d ( tc) - d ( td) | [ J | tc- td | ( J为正常数 )。如果 +A ( t ) + C( t ) + B < E< 1, + 1 + A ( t ) + B < E

< 1, +B ( t) + D ( t ) + B < E< 1, +B ( t) +B < E< 1, 0 < C= 2J0E( 1+ J
B

) (J 2 + 1) < 1,且 +G ( t ) + B <

(下转第 164页 )
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指;混合形指纹由于非常罕见所以未能采集到。

笔者选取 2个参数衡量该指纹分类算法:一是误判率,误判率 =被误判的指纹数 /总的指纹数;二是分辨

时间, 即指纹从录入经预处理、特征提取到分类完成所需的时间。

表 1 本文指纹分类算法结果
T ab. 1 R esu lt of finge rprint c lassification

a rithm etic proposed

类别
实验结果

弧形 /枚 尖拱形 /枚 左旋形 /枚 右旋形 /枚 涡形 /枚

弧  形 60 2 0 0 0

尖拱形 1 59 1 1 0

左旋形 0 2 443 1 0

右旋形 0 2 1 444 0

涡  形 1 2 1 1 379

表 2 文献 [ 4]指纹分类算法结果

T ab. 2 R esult o f fingerpr int classification arithm etic

in docum ent 4

类别
实验结果

弧形 /枚 尖拱形 /枚 左旋形 /枚 右旋形 /枚 涡形 /枚

弧  形 38 0 2 0 0

尖拱形 0 37 0 3 0

左旋形 0 0 38 2 0

右旋形 0 0 0 40 0

涡  形 0 0 0 0 40

  测试结果表明 (见表 1) ,本文分类算法的误判率为 1. 143% ,分辨时间为 1. 3 s。文献 [ 4]用 200枚指纹,

每类 40枚进行测试其分类算法,利用本文参数分析,其误判率为 3. 5% ,实验结果见表 2。

3 结  论

本文提出的分类算法在特定的极坐标系下进行,该极坐标系选取中心点为极点, 其切线为极轴。从而,

有效地解决了指纹录入时产生的旋转、平移问题;同时, 算法中选用角度信息判断指纹类型有利于解决指纹

录入时的非线性形变问题。文献 [ 4]中算法对指纹中心点的采集质量要求较高, 然而, 笔者在进行多次试验

的基础上发现,现有的特征提取算法完全可以满足该算法对特征点提取的要求。
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M ( 1- C), 则问题 XB存在唯一解。这里 M是一个给定的正数 ( +F+B[ M )。
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