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Lesile型时滞捕食系统的 H opf分支
刘启明,董士杰,甘勤涛

(军械工程学院基础部,河北石家庄  050003)

摘  要:研究了自治的 Lesile型具有时滞的 2种群捕食系统正平衡点的稳定性,得到了稳定性对时

滞长度的限制程度,讨论了该系统的 H opf分支现象,最后给出了一个例子进行验证。
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H opf b ifurcation of Lesile type predator-prey system w ith tmi e delay
L IU Q -im ing, DONG Sh-i jie, GAN Q in- tao

( D epartment o f Basic Courses, O rdnance Eng ineering Co llege, Shijiazhuang H ebei 050003, China)

Abstract: T he local stab ility prope rties o f L esile type tw o spec ies preda to r-prey system w ith tim e de lay is researched. A s stab ility w ill

im po se restrictions on the leng th of tim e de lay, H opf bifurca tion o f the system is investig ated. F inally, a examp le suppo rting the theo re t-i

ca l ana lys is is g iven.
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  考虑时滞捕食者 ) ) ) 食饵 2种群相互作用的生态模型

Ûx1 ( t) = x 1 ( t) [ r1 - a11x 1 ( t) ] - c( x1 ) x2 ( t ),

Ûx2 ( t) = x 2 ( t) [ r2 -
a21x2 ( t- S)
x1 ( t- S)

] ,
( 1)

式中: x1 ( t), x2 ( t)分别表示食饵种群, 捕食者种群的密度; S为食饵种群妊娠时间,反映捕食者成年种群才有

捕食能力, aij ( i, j = 1, 2), r i ( i= 1, 2)为正常数; c( x1 )为功能性反应函数,满足 c( 0) = 0, cc( x1 ) > 0, 存在常数

k使得 lim
x 1y + ]

c( x1 ) = k。

显然捕食系统的 5类功能性反应函数 ax1,
ax1

1+ mx1
,

ax
n

1

1+ x
n

1

,
ax

2
1

(A + x1 ) (B + x1 )
, 1- e

- ax
1均为 c( x1 )类型, 系

统 ( 1)首见于文献 [ 1], 文献 [ 2]得到的系统 ( 1)是一致持续生存, 并指出系统正平衡点在时滞有一定长度限

制下稳定。本文讨论了系统 (1)正平衡点的 H opf分支现象, 并得到正平衡点稳定的充分必要条件。

1 Hopf分支与开关现象

引 理  系统 ( 1)存在唯一的正平衡点。

系统 ( 1)正平衡点满足方程 ( 2),

r1 - a11v1 -
c( v1 )

v1
v2 = 0,

r2 -
a21v2

v1

= 0。

( 2)
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  由方程 ( 2)的第 2个方程解出 v2 =
r2 v1

a21
代入第 1个方程得

a21 r1 - a11a21v1 - c( v1 ) r2 = 0,记作 f ( v1 ) = 0,注意 f ( 0) = a21 r1 > 0, lim
v

1
y + ]

f ( v1 ) = - ] , fc( v1 ) < 0,所以f ( v1 ) = 0

有且仅有 1个正根 v
*
1 ,从而 v2 =

r2v
*
1

a21

。系统 (1)存在唯一的正平衡点,记作 E ( x
*
1 , x

*
2 )。

定 理  系统 (1)当且仅当 b11 + b22 < 0, b11 b22 - b12b21 > 0, 当 S< S0 时, 正平衡点稳定;当 S> S0时,正平

衡点不稳定;当 S= S0时,系统在正平衡点附近分支出周期解。其中: b11 = r1 - 2a11x
*
1 - cc(x*

1 )x
*
2 ,

b12 = - c(x
*
1 ), b21 =

a21x
* 2
2

x
* 2
1

, b22 = -
a21x

*
2

x
*
1

。

证 明  系统 (1)的正平衡点 E (x
*
1 , x

*
2 )对应的线性系统为

Ûy1 = b11y1 + b12y2,

Ûy2 = b21y1 ( t- S) + b22y2 ( t- S)。
( 3)

  系统 (3)的特征方程为
b11 - K b12

b21 e
- KS

b22 e
- KS

- K
= 0,即

K
2

- b11K+ ( b11b22 - b12 b21 - b22K) e
- KS

= 0。 ( 4)

  考虑方程 K
2
- ( b11 + b22 )K+ ( b11 b22 - b12 b21 ) = 0, ( 5)

由 R iuth-H urw itz准则可以知道, 当且仅当 b11 + b22 < 0, b11 b12 - b12 b21 > 0时,方程 ( 5)的特征根具有负实部, 于

是当 S= 0时,正平衡点 E (x
*
1 , x

*
2 )局部稳定。

令 K= iX代入方程 ( 4)有

- X
2
- b11X i+ ( b11 b22 - b12 b21 - b22X i) ( cos XS- i sin XS) = 0,

分离实部与虚部有

- X
2
+ ( b11 b22 - b12 b21 ) cosXS- b22X sin XS= 0,

- b11X- b22X cosXS- ( b11 b22 - b12b21 ) sin XS= 0,
( 6)

消去三角函数得

X
4
+ ( b

2
11 - b

2
22 )X

2
- ( b11b22 - b12b21 )

2
= 0, ( 7)

则有 X
2
? = 1

2
[ ( b

2
22 - b

2
11 ) ? ( b

2
22 - b

2
11 )

2
+ 4( b11 b22 - b12 b21 )

2
] ,

故方程 ( 7)必有 1个正根 X0,此时特征方程 ( 4)有一对纯虚根 K= ? iX0。由于方程 ( 7)有且仅有 1个正实

根,系统 (1)无开关现象。

  由方程 ( 5)解出对应于 X0的 S0, n为

S0, n =
1

X0

arcsin
- b22X

3
0 - b11X0 ( b11b22 - b12 b21 )

b
2
22X

2
0 + ( b11b22 - b12b21 )

2 +
2nP
X0

,  n= 0, 1, 2, ,。

  S= 0时, 当且仅当在定理条件 b11 + b22 < 0, b11 b22 - b12 b21 > 0下系统稳定, 由 Bulter引理
[ 3]
知道, 当

S< S0, S0 = S0, 0时, 正平衡点 E稳定。

方程 (4)对 S求导,得
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故
d( ReK)

dS K= iX
0
, S= S

0

> 0, H opf分支在 X= X0, S= S0 时发生。
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2 例  子

Ûx1 ( t) = x1 ( t ) 1- x1 ( t) -
x2 ( t )

1+ x1 ( t )
,

Ûx2 ( t) = x2 ( t ) 1-
x 2 ( t- S)
x 1 ( t- S)

,

( 8)

此时, c( x1 ) =
ax1

1+ mx 1

系统 ( 1)为 H olling-Tanner型捕食系统。可以验证系统 ( 8)有唯一的正平衡点 (
5+ 1

2
,

5+ 1

2
),并且符合定理条件,系统 (1)正平衡点当 S< 1. 568 9时稳定,在 S= 1. 568 9附近分支出周期解。
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313 近优逼近的例题分析
下面在近优意义下来分析例 3和例 4。

在例 3中,若采用 E-近优最值方法, 不妨取近优度 E= 0. 01, 则当 n\ 100时, G ( t )和 Gn ( t )的 E-近优最

小值点集合分别为 Gm in = [ 0. 99, 1. 01]和 G
( n)

m in = [ 0. 99, 1. 01] ,从而 sup Gm in = 1. 01, sup Gm in = sup G
( n )

m in = 1.

01, sup G
( n )

m in - sup Gm in = 0, 显然 sup G
( n )

m in - sup Gm iny 0( ny ] )。

在例 4中,若采用 E-近优最值方法, 不妨取近优度 E= 0. 01, 则当 n\ 100时, G ( t )和 Gn ( t )的 E-近优最

大值点集合分别为 Gmax = [ 0. 99, 3. 01]和 G
( n )

max = [ 0. 99, 4- 0. 99n /( n- 1) ] ,从而 sup Gm ax = 3. 01, sup G
( n )

max =

4- 0. 09n /( n - 1), sup Gm ax - sup G
( n )

max = 0. 99 / ( n- 1), 显然 sup Gmax - sup G
( n )

m ax y 0( ny ] )。

自上面的分析过程不难看出, E-近优最值策略可以有效地解决函数列和极限函数的最大 (小 )最值点的

逼近问题,而这样的逼近结果足可以满足实际问题的需要。
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