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摘  要:系统地讨论了函数列 { fn ( x ) }的最值 (点 )与极限函数 f ( x )的最值 (点 )之间的逼近联系,

在通过具体实例分析的基础上, 首先给出了 {fn ( x ) }和 f (x )的最值点唯一时,最值 (点 )之间的收敛

条件,进而引入了 E-近优最大 (小 )值 (点 )的概念, 并在近优意义下给出了 { fn ( x ) }和 f ( x )的最值

点逼近定理。
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Abstract: In this paper, w e m a inly d iscuss the approx im a ting re la tion between the extremum s ( po in ts) of functions sequence { f
n

( x ) } and the lim iting func tion f ( x ) . F irstly, by the analysis o f actua l examp les, w e g ive the convergence cond ition w hen the ex tremum

pon its o f fn ( x ) and f ( x ) are unique. F urtherm ore, w e introduce the concep ts ofE-approx im ation m ax imum ( of m inim um ) va lue po int,

and a lso g ive the approx im a tion theorem about the extremum po ints o f { fn ( x ) } and f ( x ) under the approx im ate-optim al cond ition.
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  随着计算机科学和信息技术的发展, 一些实用优化方法
[ 1 ~ 4 ]
在某些实际领域中有了成功的应用, 取得了

显著的经济和社会效益。函数优化方法作为这些优化方法的基础,在优化理论中占居着主导地位。虽然函

数优化理论已比较成熟,但仍存在尚待进一步澄清和完善的内容, 例如: 当函数列 { fn ( x ) }在某范围 D上逐

点收敛于函数 f ( x )时, f n ( x )的最值 (点 )与 f (x )的最值 (点 )之间的逼近联系等等,而该问题又是优化控制领

域所必须面对的。针对此问题, 本文在通过具体实例分析的基础上,引入 E-近优最大 (小 )值点的概念,较为

系统地研究了 {f n ( x ) }和 f ( x )的最值 (点 )之间的逼近关系,为建立更为有效的优化方法奠定了基础。

本文中用 R表示实数域, R
m
表示 m维欧几里德空间。

1 问题的提出

  设函数列 { fn ( x ) }在点集 D < R
m
上逐点收敛于 f ( x ) (即 lim

n→ ]
fn ( x ) = f ( x )对任何 x I D成立 ), 假若
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fn ( x )和 f ( x )在 D上均存在最大 (小 )值点 xn和 x0,若记 mn = fn (xn ), m 0 = f ( x0 );那么自然地希望 mn与 m 0,

xn与 x0之间满足 lim
n→ ]

xn = x 0, lim
n→ ]

m n = m 0,但事实上该关系不一定成立。

例 1 设 fn (x ) = nx (1- x )
n
, f ( x ) S 0,则 { fn ( x ) }在 [ 0, 1]逐点收敛于 f ( x ), 由于 fn ( x )和 f (x )在 [ 0, 1]

上连续,因而 fn ( x )和 f (x )在 [ 0, 1]必定存在最大值和最小值,利用 f
c
n (x ) = n ( 1- x )

n - 1
[ 1- ( n+ 1) x ] = 0可

知, fn (x )在 [ 0, 1]上存在唯一的最大值点 xn = ( n + 1)
- 1
, 从而 fn ( x )在 [ 0, 1 ]的最大值为 m n = [ 1 - ( n +

1)
- 1

]
n + 1

,显然, lim
n→ ]

m n = lim
n→ ]

m ax
0[ x[ 1

fn ( x ) = e
- 1

= m ax
0[ x[ 1

f (x ) = m 0。

例 1表明,函数列的最值 (点 )与极限函数的最值 (点 )不一定满足逼近关系,下面笔者分最值点唯一和

不唯一 2种情况来讨论它们之间的关系。

2 最值点唯一的情形

211 主要结果
定理 1 设 {fn ( x ) }为开凸集 D < R

m
上的一列凸函数, fn ( x )在 D上收敛于函数 f ( x )。若 fn ( x )和 f (x )

在 D内均存在唯一的最小值点 xn和 x0, 则 lim
n→ ]

xn = x0, lim
n→ ]

fn (xn ) = f (x 0 )。

定理 2 设 { fn ( x ) }为 D < R
m
上的一列函数,且 { fn (x ) }在 D上一致收敛于函数 f ( x )。若 fn ( x )和 f (x )

在 D上均存在最小值 m n和 m 0,则 lim
n→ ]

mn = m 0。

定理 3 设 D < R
m
为紧集, { fn ( x ) }为 D上的一列连续函数, 且 { fn ( x ) }在 D上一致收敛于函数 f ( x )。

若 f n ( x )和 f (x )在 D内均存在唯一的最小值点 xn和 x0,则 lim
n→ ]

xn = x 0, lim
n→ ]

fn (xn ) = f (x 0 )。

2. 2 主要结果的证明

引理 1 设 D < Rm
是开凸集, f ( x )为 D上的凸函数, S为 D内的封闭曲面, S将 D分为内外 2部分 A 和

B。若 x0I A满足 inf { f ( x ) |x I S } > f ( x0 ),则对任何 x I B,有 f ( x ) > f (x 0 )。

证明  用反证法。

若存在 x 1I B使得 f ( x1 ) [ f ( x0 ), 则必存在 KI ( 0, 1)使得 Kx0 + ( 1 - K) x1 I S, 由凸函数的定义知

f ( Kx0 + (1- K) x1 ) [ Kf ( x0 ) + (1- K) f (x1 ) [ f ( x0 )。这与 inf { f (x ) |x I S } > f (x0 )矛盾。

引理 2 设 {fn ( x ) }为开凸集 D < R
m
上的一列凸函数, 且 { fn ( x ) }在 D上逐点收敛于函数 f ( x ), 则

{f n ( x ) }在 D的每一紧子集上一致收敛于 f ( x )。

该引理的证明详见文献 [ 5]或文献 [ 6]。

定理 1的证明  PE> 0,记 S = { x |x I D, + x- x0 + = E}, ÁS = {x |x I D, + x - x0 + [ E},利用 D为开集,

不妨设 S < D, ÁS < D, 显然, S, ÁS均为 R
m
上的紧集, 由引理 2可知,在 S和 ÁS上 {f n ( x ) }均一致收敛于f (x )。结

合凸函数的连续性, S的紧性以及最小值点 x 0的唯一性可知,存在 D> 0使得

inf { f ( x ) |x I S } > f (x0 ) + D, ( 1)

由于 {f n ( x ) }在 ÁS上一致收敛于 f (x ),故存在自然数 N =N ( E),当 n >N 时有

|fn (x ) - f (x ) | < D/2, P x I ÁS, ( 2)

由式 ( 1)和式 ( 2)可得, 当 xI S时, 有 fn ( x ) > f ( x ) - D/2> f ( x0 ) + D/2> fn (x 0 ),从而 inf {f n ( x ) |x I S } > fn

(x 0 )。结合引理 1可得,当 n >N且 +x - x0+ \E时,有 fn ( x ) > fn (xn ),由此及 xn的定义可知,当 n >N 时,

必有+ xn - x0 + < E,即 lim
n→ ]

xn = x 0。

上面的讨论表明,当 n >N 时必有 xn I ÁS - S, 利用 { fn ( x ) }在 ÁS上一致收敛于 f ( x )可知, 存在自然数 N 1

>N,当 n> N 1时, 有

|fn ( xn ) - f ( xn ) | < E/2, ( 3)

利用 lim
n→ ]

xn = x 0及凸函数的连续性可知,存在 N 2 > N,使当 n >N 2时有

|f (xn ) - f ( x0 ) | < E/2。 ( 4)

取 N
*

= m ax {N 1,N 2 },则当 n >N
*
时, 利用式 (3)和式 ( 4)可得 |f n ( xn ) - f ( x0 ) |[ |f n (xn ) - f ( xn ) | + |f

( xn ) - f ( x0 ) | < E,即 lim
n→ ]

fn ( xn ) = f ( x0 )。

定理 2的证明  记 mn = fn (xn ), m 0 = f (x0 ), xn, x0I D。由 {fn ( x ) }的一致收敛于 f (x )可知, P E> 0,存在

104 河 北 科 技 大 学 学 报                 2006年  



自然数 N = N (E),当 n> N时, Px I D,有 |fn ( x ) - f ( x ) | < E,特别地有

|f n ( x0 ) - f ( x0 ) | < E, |f n ( xn ) - f ( xn ) | < E, ( 5)

由此可得 fn (xn ) [ fn (x0 ) < f ( x0 ) + E, f n ( xn ) > f ( xn ) - E\f ( x0 ) - E,即 |fn (xn ) - f (x0 ) | < E, lim
n→ ]

mn = m 0。

注 1 在定理 2的条件下,即使 f n ( x )和 f ( x )在 D上的最小值点 xn和 x0唯一, lim
n→ ]

xn = x0也不一定成立,

请看下面的例子。

例 2 设 fn ( x ) =

2( 1- x ) /n, 0[ x < 2 /n,

x (1- x ), 2 /n[ x [ 1- 1 /n,

x /n, 1- 1 /n < x< 1,

 n= 4, 5, ,,  f ( x ) = x (1- x ), D = [ 0, 1)。

容易验证在 D上 { fn ( x ) }一致收敛于 f ( x ),且 fn ( x )在 D上存在唯一的最小值点 xn = 1- 1 /n, f (x )在 D

存在唯一的最小值点 x0 = 0,但 lim
n→ ]

xn = 1X x0。

定理 3的证明  由 D的紧性、f (x )的连续性及其最小值点 x0的唯一性可知, P E> 0,存在 D= D( E) > 0,

当 +x - x0 + \E时, 有 f (x ) \ f ( x0 ) + D。由 { fn ( x ) }一致收敛性可知,存在自然数 N = N ( E), 当 n > N 时,

|fn ( x ) - f ( x ) | < D/2对任何 x I D成立,特别有

|fn (x 0 ) - f (x0 ) | < D/2, |f n ( xn ) - f ( xn ) | < D/2, ( 6)

由此及 xn和 x0的定义可知,当 n> N时,

fn ( xn ) [ fn ( x0 ) < f ( x0 ) + D/2, fn ( xn ) > f ( xn ) - D/2\f (x 0 ) - D/2,

即 |fn ( xn ) - f ( x0 ) |< D/2。 ( 7)

结合式 ( 6)和式 (7)可得,当 n> N时,有 |f ( xn ) - f (x 0 ) | [ |f ( xn ) - fn ( xn ) | + |fn (xn ) - f (x0 ) | < D,

f ( xn ) < f ( x0 ) + E,这表明, 当 n >N时,有 +xn - x 0+ < E,即 lim
n→ ]

xn = x0。

关于 lim
n→ ]

fn (xn ) = f (x0 )可由定理 2直接推出。

注 2 本部分的结论对于最大值 (点 )的情况也成立,只要将相关结论中的凸函数改为凹函数即可,证明

过程完全类似。

3 最值点不唯一的情形

311 E-近优最值的概念

以上的理论与例题都是针对极限函数为最大 (小 )值点是唯一存在的情况, 下面笔者讨论函数的最大

(小 )值点不是唯一的情况。

例 3 设 G ( t)和 Gn ( t)为 ( - ] , ] )上的如下函数 (几何特征见图 1)。

G ( t) =

- t, t< - 1,

1, - 1[ t[ 1

t, t> 1,

, Gn ( t ) =

- t, t< - 1,

1+ ( t+ 1) / (2n+ 1), - 1[ t[ 1+ 1 /n

t, t> 1+ 1 /n,

,  n= 1, 2, ,,

则对任何自然数 n以及 t I ( - ] , ] ), 有 Gn ( t ) \G ( t), Gn ( t ) \ Gn+ 1 ( t ), m in
tI R

G ( t) = m in
tI R

Gk ( t ) = 1,

0[ Gn ( t ) - G ( t) [ 1 /n, sup { u |G ( u ) = m in
tI R

G ( t) } = 1, sup { u |Gn ( u) = m in
tI R

Gn ( t) } = - 1,从而 {Gn ( t) }
]
n = 1在

( - ] , ] )内单调不增且一致收敛于 G ( t), 但 lim
n→ ]

sup { u |Gn ( u ) = m in
tI R

G n ( t) }X sup { u |G ( u) = m in
tI R

G ( t) }。

图 1 例 3的函数释义图

F ig. 1 D iagramm a tic sketch o f func tion in eg. 3
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  例 4 设 G ( t)和 Gn ( t)为 ( - ] , ] )上的如下函数 (几何特征见图 2)。

G ( t) =

t, 0[ t[ 1,

1, 1< t[ 3,

4- t, 3< t[ 4,

0, 其他,

Gn ( t) =

t, 0[ t[ 1,

1+ ( 1- t) / ( 2n ), 1< t[ 3,

( 1- 1/n ) ( 4- t), 3< t[ 4,

0, 其他,

( n= 1, 2, , ),

则对任何自然数 n以及 t I ( - ] , ] ), 有 Gn ( t) [ G ( t), Gn ( t ) [ Gn + 1 ( t ), m ax
tI R

G ( t) = m ax
tI R

Gn ( t ) = 1,

0[ Gn ( t ) [ G ( t) [ 1 /n, sup{ u |G ( u) = m ax
tI R

G ( t) } = 3, sup { u |G n ( u ) = m ax
tI R

Gn ( t) } = 1, 从而 { Gn ( t ) }
]
n = 1在

( - ] , ] )内单调不减且一致收敛于 G ( t), 但 lim
n→ ]

sup { u |Gn ( u ) = m ax
tI R

Gn ( t ) }X sup {u |G ( u ) = m ax
tI R

G ( t) }。

图 2 例 4的函数释义图

F ig. 2 D iagramm a tic sketch o f func tion in eg. 4

上述 2个例子中的 Gn ( t)的最大最值点均不收敛于 G ( t)的最大最值点,但若给 Gn ( t)的最值一个很小

的松动 E,即可使 Gn ( t)的最大最值点在该松动 E意义下收敛于 G ( t)的最大最值点,为此笔者引入函数的近

优最值概念。

定义 1 设函数 f ( x )在区间 [ a, b ]上的最大值 (或最小值 )存在。对给定的 E> 0,若 uI [ a, b ]满足 f ( u )

- E[ m in
a[ x [ b

f (x ) (或 f ( u ) + E\ m ax
a[ x[ b

f ( x ) ),则称 f ( u )为 f (x )在 [ a, b ]上的 E-近优最小 (或最大 )值, u称为 f

( x )在 [ a, b]上的 E-近优最小 (或最大 )值点, E称为 f ( x )在 [ a, b ]上的近优度。

近优度 E相当于一种弹性限制,从理论上讲, 当 E充分小的时候,所得到的 E-近优最值 (点 )与理论上的

最优值 (点 )相差甚少,对所考虑的问题不会带来质的影响,同时又可避免理论上的一些极端现象。该方法

在处理实际问题中的最优逼近过程中具有较强的实用性和可操作性。

312 主要结果及证明
定理 4 设函数 f ( x )在区间 [ a, b ]上连续, x 0 为 f ( x )在 [ a, b ]上的最大最小值点, xn I [ x 0, b ]满足

f ( xn ) - f ( x0 ) [ 1 /n且当 x I ( xn, b]时, f ( x ) - f ( x0 ) > 1 /n,则 lim
n→ ]

xn = x0。

证明  假若 lim
n→ ]

xn = x0不成立,则必定存在 {xn }
]
n= 1的子列 (仍记为 { xn }

]
n = 1 )及 x

* I ( x0, b ]使得 lim
n→ ]

xn =

x
*
。利用 f ( x )的连续性以及 0[ f ( xn ) - f ( x0 ) [ 1/n可知 f ( x0 ) = f ( x

*
),即 f ( x

*
)为 f ( x )在 [ a, b ]上的最小

值且 x0 < x
*
,此与 x0的定义矛盾,这表明 lim

n→ ]
xn = x0。

注 3 定理 4中 1 /n可以推广为 D( n ) (其中 D( n)满足 D( n) > 0, 且 D( n )→ 0( n→ ] ) )。

类似于定理 4有下面的结论。

定理 5 设函数 f ( x )在区间 [ a, b ]上连续, x0 为 f ( x )在 [ a, b ]上的最小最小值点, xn I [ a, x 0 ]满足

f ( xn ) - f ( x0 ) [ 1 /n且当 x I [ a, xn )时, f ( x ) - f (x 0 ) > 1 /n,则 lim
n→ ]

xn = x0。

定理 6 设函数 f ( x )在区间 [ a, b ]上连续, x 0 为 f ( x )在 [ a, b ]上的最大最大值点, xn I [ x 0, b ]满足

f ( x0 ) - f ( xn ) [ 1 /n且当 x I [ xn, b)时, f ( x0 ) - f ( x ) > 1 /n,则 lim
n→ ]

xn = x0。

定理 7 设函数 f ( x )在区间 [ a, b ]上连续, x0 为 f ( x )在 [ a, b ]上的最小最大值点, xn I [ a, x 0 ]满足

f ( x0 ) - f ( xn ) [ 1 /n且当 x I [ a, xn )时, f ( x0 ) - f (x ) > 1 /n,则 lim
n→ ]

xn = x0。

注 4 定理 5表明, 对于连续函数而言, 当近优度 E充分小时, f ( x )在 [ a, b ]上的最大 E-近优最小值点与

理论上的最大最小值点之间的差别 D也很小 (理论上有 lim
E→ 0

D= 0)。

(下转第 109页 )
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2 例  子

x1 ( t) = x1 ( t ) 1- x1 ( t) -
x2 ( t )

1+ x1 ( t )
,

x2 ( t) = x2 ( t ) 1-
x 2 ( t- S)
x 1 ( t- S)

,

( 8)

此时, c( x1 ) =
ax1

1+ mx 1

系统 ( 1)为 H olling-Tanner型捕食系统。可以验证系统 ( 8)有唯一的正平衡点 (
5+ 1

2
,

5+ 1

2
),并且符合定理条件,系统 (1)正平衡点当 S< 1. 568 9时稳定,在 S= 1. 568 9附近分支出周期解。
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(上接第 106页 )

313 近优逼近的例题分析
下面在近优意义下来分析例 3和例 4。

在例 3中,若采用 E-近优最值方法, 不妨取近优度 E= 0. 01, 则当 n\ 100时, G ( t )和 Gn ( t )的 E-近优最

小值点集合分别为 Gm in = [ 0. 99, 1. 01]和 G
( n)

m in = [ 0. 99, 1. 01] ,从而 supGm in = 1. 01, sup Gm in = sup G
( n )

m in = 1.

01, supG
( n )

m in - sup Gm in = 0, 显然 supG
( n )

m in - supGm in→ 0( n→ ] )。

在例 4中,若采用 E-近优最值方法, 不妨取近优度 E= 0. 01, 则当 n\ 100时, G ( t )和 Gn ( t )的 E-近优最

大值点集合分别为 Gmax = [ 0. 99, 3. 01]和 G
( n )

max = [ 0. 99, 4- 0. 99n /( n- 1) ] ,从而 sup Gm ax = 3. 01, supG
( n )

max =

4- 0. 09n /( n - 1), sup Gm ax - supG
( n )

max = 0. 99 / ( n- 1), 显然 supGmax - sup G
( n )

m ax→0( n→ ] )。

自上面的分析过程不难看出, E-近优最值策略可以有效地解决函数列和极限函数的最大 (小 )最值点的

逼近问题,而这样的逼近结果足可以满足实际问题的需要。
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