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样本区间的概率分布及其性质
陈光曙

1
,韦相和

2

( 1.淮阴师范学院数学系, 江苏淮安, 223300; 2.淮阴师范学院计算机科学系,江苏淮安, 223001)

摘 � 要:设( X 1 , X 2 , �, X n) 为服从 I = [ 0, 1]上的均匀分布的简单随机样本, 它们将[ 0, 1]分成

( n+ 1)个样本区间,以 Y 0 , Y 1 , �, Yn 分别表示这些样本区间的长度, 利用顺序统计量的性质讨论

Y i (1 � i � n+ 1)的概率性质。
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Proper t ies of sample spacing probability dist ribut ion
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Abstract: Let( X 1 , X 2 , �, X n) be a simple r andom sample o f size n cho sen acco rding to unifo rm distribution on the unit inter val

[ 0, 1] . T hen t he interv al is div ided into ( n+ 1) sample spacing o f leng ths Y 0 , Y 1 , �, Y n r espectiv ely. In this paper, we attained the

pr operit ies of sample spacing pr obability distribution by discussing the behaviour of o rder statist ics.
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� � 均匀分布是概率统计中的重要分布,具有广泛的应用价值。由于随机选取的点集被广泛应用于许多概

率模型中(如:流行病学、遗传学及交通流理论等) ,因此,对样本区间及其相关统计量的研究也引起了众多学

者的关注[ 1~ 3] 。设随机变量 Z 在区间[ a, b] 上服从均匀分布, 对 Z 进行压缩变换X =
Z- a
b- a

, 则 X 在 I =

[ 0, 1] 上服从均匀分布。因此,本文着重研究[ 0, 1] 上均匀分布的样本区间。

设( X 1 , X 2 , �, X n) 为服从 I = [ 0, 1] 上均匀分布的变量为 n的简单随机样本, 且全不相等,若有相等的

则只取 1个作代表值。记 Y0 , Y 1 , �, Yn 分别为它们所产生的( n + 1) 个样本区间的长度,以X ( 1) < X ( 2) < �<

X ( n) 表示( X 1 , X 2 , �, X n ) 的顺序统计量,令 X ( 0) = 0, X ( n+ 1) = 1, 则Y i = X ( i+ 1) - X ( i) , i = 0, 1, �, n,易知:

�
n

i= 0

Y i = 1。在文献[ 4] 中,作者利用顺序统计量的性质分别得到了样本空间长度 Y i (0 � i � n) 的分布概率

密度以及( Y i , Y j ) (0 � i < j � n) 的联合分布概率密度。本文在文献[ 1] 的基础上进一步研究了样本区间长

度的相关概率性质。

1 � 主要结果

� � 在文献[ 1]中, 利用顺序统计量的性质分别得到了样本空间长度 Y i ( 0 � i � n)的分布概率密度以及
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( Y i , Y j ) (0 � i< j � n)的联合分布概率密度。为方便起见,给出如下引理:

� � 引理 1 � 若总体 X~ U( 0, 1) , (U(0, 1)表示[ 0, 1]区间上的均匀分布) , X 1 , X 2 , �, X n 为来自总体X 的

容量为n 的简单随机样本, Y 0 , Y 1 , �, Y n 分别为它们所产生的( n+ 1)个样本区间的长度, 则 Y i 的分布概率

密度为

f ( y )=
n(1- y )

n- 1
, 0< y< 1,

0, 其他,
(1)

见文献[ 1]中的命题 4。

引理 2 � Y i , Y j (0 � i< j � n)的联合分布概率密度为

f ( x , y )=
n( n- 1) (1- x- y )

n- 2
, x �0, y �0, x+ y � 1,

0, 其他,
(2)

见文献[ 1]中的命题 5。

利用引理 1、引理 2, 可以讨论 Y i 以及( Y i , Y j )的相关概率性质, 给出如下定理。

定理 1 � 设 Y i (0 � i � n)是来自总体 X ~ U(0, 1)的简单随机样本 X 1 , X 2 , �, X n 所产生的样本区间长

度,则

1) E( Y i )= 1
n+ 1

; � 2) E (Y
k
i )= k!

( n+ 1) ( n+ 2) �( n+ k)
� ( k为正整数) ; (3)

3) D(Y i ) =
n

( n+ 1) 2
( n+ 2)

; � 4) cov( Y i , Y j ) = -
1

( n+ 1) 2
( n+ 2)

;

5) Y i 与 Y j 的相关系数�Y
i
, Y

j
= - 1

n
。

证明 � �由引理 1知:

E( Yi ) =�
1

0
yn (1- y )

n- 1dy = -�
1

0
yd(1- y )

n
=�

1

0
(1- y )

ndy =
1

n + 1
;

� � � � E (Y
k
i ) =�

1

0
y

k
n (1- y )

n- 1dy = -�
1

0
y

kd(1- y )
n
= k�

1

0
y

k- 1
(1 - y )

ndy =

k
n + 1�

1

0
y

k- 1
d(1 - y )

n+ 1
=

k( k- 1)
n + 1 �

1

0
y

k- 2
(1- y )

n+ 1
dy =

k( k - 1)
( n+ 1) ( n + 2)�

1

0
y

k- 2
d( 1- y )

n+ 2
= � =

k!
( n + 1) ( n+ 2) �( n + k)

;

� � � � 由式(3) ,令 k = 2得: E( Y
2
i ) =

2
( n + 1) ( n + 2)

;由方差的性质,易知:

D( Y i ) = E(Y
2
i ) - [ E( Yi ) ]

2
=

2
( n+ 1) ( n+ 2)

- (
1

n + 1
)
2
=

n
( n + 1) 2

( n + 2)
;

� � � �由引理 2, 得:

E( Y i , Y j ) = ��
x+ y � 1

x�0, y�0

xyn( n - 1) ( 1- x - y )
n- 2

dx dy =

�
1

0�
1- x

0
xyn( n - 1) ( 1- x - y )

n- 2
dx dy =�

1

0
x [�

1- x

0
yn( n - 1) ( 1- x - y )

n- 2
dy ] dx =

�
1

0
x [�

1- x

0
n(1 - x - y )

n- 1 dy ] dx = �
1

0
x (1 - x )

ndx = -
1

n + 1�
1

0
x d(1 - x )

n+ 1
=

1
n + 1�

1

0
( 1- x )

n+ 1
dx =

1
( n + 1) ( n + 2)

,

所以得:

cov ( Y i , Y j )= E (Y i , Y j )- E (Y i ) E( Y j ) =
1

( n+ 1) ( n+ 2)
- (

1
n+ 1

)
2= -

1
( n+ 1) 2

( n+ 2)
。

� � � � �Y
i
, Y

j
=

cov ( Y i , Y j )

D( Y i ) D( Y j )
=

-
1

( n+ 1)
2
( n+ 2)

n
( n+ 1) 2

( n+ 2)

= - 1
n
。

由定理 1易知下列推论。
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推论 1 � Y i 与 Y j 总是负相关的。

推论 2 � 当容量 n不断增大时, Y i 与 Y j 的相关性逐渐减弱, 且趋于 0。

定理 2 � 设 B为 Y0 , Y 1 , �, Y n 的协方差矩阵,则 B的行列式为 � | B| = 0。

证明 � 由协方差的定义知
B= ( cov( Y i , Y j ) ) ( n+ 1) � ( n+ 1) =

1
( n+ 1) 2

( n+ 2)

n - 1 - 1 � - 1

- 1 n - 1 � - 1

� � � � �

- 1 - 1 - 1 � n ( n+ 1) � ( n+ 1)

,

取 B的行列式,得

| B| = [
1

( n+ 1)
2
( n+ 2)

]
n+ 1

n - 1 - 1 � - 1

- 1 n - 1 � - 1

� � � � �

- 1 - 1 - 1 � n ( n+ 1) � ( n+ 1)

,

分别将 2, 3, �, n+ 1行对应加到第 1行,得

| B| = [
1

( n+ 1) 2
( n+ 2)

]
n+ 1

0 0 0 � 0

- 1 n - 1 � - 1

� � � � �

- 1 - 1 - 1 � n ( n+ 1) � ( n+ 1)

= 0。

由引理 1、引理 2知,当 0< y< 1时, Y j = y 的条件下, Y i 的条件分布概率密度为

f Y
i
| Y

j
( x | y )= f ( x , y )

f ( y )
=

( n- 1) ( 1- x - y )
n- 2

(1- y )
n- 1 , x �0, y> 0, x+ y< 1,

0 , 其他。

于是,可得如下定理:

定理 3 � 当 0< y< 1时, Y i 在 Y j = y 条件下的条件数学期望为

E(Y i | Yj )=
1
n
(1- y )。

证明 � 当 0< y< 1时,

E ( Y i | Y j ) =�
1- y

0
x

( n - 1) ( 1- x - y )
n- 2

(1 - y )
n- 1 dx = -

1
(1 - y )

n- 1�
1- y

0
xd( 1- x - y )

n- 1
=

1
(1 - y )

n- 1�
1- y

0
( 1- x - y )

n- 1
dx =

1
n( 1- y )

n- 1 � ( 1- y )
n
=

1
n
( 1- y )。
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