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Boussinesq方程的新精确解
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摘  要:通过改变待定函数的次序,对齐次平衡法进行了推广。利用这种推广的齐次平衡法,求得

了 1组 Boussinesq方程的一些新精确解,其中包括孤立波解及由椭圆函数表达的周期解。所得到

的解推广了庞小峰、刘式达等人研究的有关结果。
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Abstract: We generalize the homogenous balance method by changing the o rder of functions t o be determined. Applying the

generalized homogenous balance method, we obtain some new exact solutions to some Boussinesq t ype equations, w hich include

so litary wave so lutions and periodic so lutions expressed by ellipt ic funct ions. We generalized the results in t ho se of the past pa-

pers.
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非线性演化方程的求解问题是物理等许多领域中需要解决的基本问题之一,因此它受到众多学者的广

泛关注。本文中将讨论下述 3类 Boussinesq方程
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的精确解,其中 A, B为常数。

由于 Boussinesq方程可以用来描述 2个相反方向传播的 KdV 孤波,也可以描述一维非线性晶格的振

动
[ 1, 2]

, 因此, 方程( 1) ) ( 3)的研究受到许多学者的关注
[ 3~ 5]
。利用齐次平衡法的原理,扩展齐次平衡法

[ 6]
的

应用,从而可获得 Boussinesq方程( 1) ) ( 3)的一些新精确解, 且这些显式解可通过椭圆周期来表达。本文

推广了文献[ 3]和文献[ 4]中的结果。

1  Boussinesq方程的精确解

首先,通过( 1+ 1)维非线性偏微分方程
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P ( x , t, u, ux , ut , uxx , ,)= 0, (4)

简要说明齐次平衡法,其中: P 是相应变量的已知函数; x , t是自变量。为了求解方程( 4) ,构造辅助函数

u=
5Af ( r )
5x A + f ( r )的低阶导数项, (5)

其中: r= r( x , t) ; f 是待定函数; 自然数 A通过式( 4)中高阶导数项和非线性项的平衡确定。把式( 5)代入式

(4)使求解式(4)的问题转化为求解 f , r 的偏(或常)微分方程问题。在利用齐次平衡时,通常是先确定函数

f ,然后再确定 r ( x , t)。而本文中是先确定 r ,然后求解关于 f 的常微分方程。由此,可得到一些以往利用齐

次平衡法不能得到的椭圆函数表达的显式解, 利用这种方法, 可求出 Boussinesq方程( 1) ) ( 3)的一些新精

确解。

1. 1  方程( 1)的精确解

对于方程( 1) ,选择变换

u= 5f ( r)
5x + b= fcr x+ b, (6)

其中: u= u( x , t ) ; f , r= r( x , t )是待定函数; f c= df
dr

; b为待定常数。由 utt=
52 f
5t2 x

,方程(1)可写为
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对方程(7)等号两边的 x 积分一次得
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其中 c为积分常数。将式(6)代入式(8)得
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为简便起见,取 r ( x , t)= px+ qt, c= 0,其中 p , q 为常数。由式( 9)得到
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令 g= f c,且式( 10)等号两边积分 2次得到
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其中 d 和h 为积分常数。方程(11)是椭圆型方程,且有由椭圆函数表达的解(见文献[ 7]的第 32~ 53页)。

只要通过式(11)求出 g(即 f c) ,便可由式( 6)得到方程(1)的显式解。下面就方程(11)中 b= 0, d= 0时的情

况进行讨论(其他的情况类似)。

当 b= 0, d= 0时, 方程( 11)写为
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; ns( Lr, k)= 1/ sn( Lr , k) , sn( Lr, k )是椭圆正弦函数。

当 k y0(即 h y0)时,方程(13)化为
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当 k y1(即 h y a( q
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于是,从式(13) ) (15)得方程(1)的解分别为

u= Ap ns [ L( p x + qt) , k] , (16)
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; cn( Lr , k)是具有模 k 的椭圆余弦函数。此时方程( 1)相应于式(19)的解为

u= Ap cn[ L( p x + qt) , k]。 (20)

1. 2  方程(2)的精确解

对于方程( 2) ,选择变换

u= 52
f ( r)
5x 2 + b= f dr 2

x+ fcr xx + b, (21)

取 r= px+ qt, 其中 p , q, b为待定常数,由式(21) ,方程(2)化为
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式中 l为积分常数。令 g= f d,同样对式(22)等号两端关于 r 积分可得到
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2 - 2b- 2l ; h为另一积分常数。根据文献[ 6]中的结果, 对方程( 23)仅讨论

h= 0的情况(其他的情况类似)。

当 h= 0时,方程( 23 )化为
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  方程(2)相应于式(25)、式(26)的解分别为
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方程(2)相应于式(29)、式(30)的解分别为
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注 1:当取 p = 1, q= - c, b= 0时, 本文所得到的解(见式( 29) )与文献[ 3]所给方程( 2)的解是一致的。

当取 p= 1, q= - c, b= c
2
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2B

+ 2(1+ m
2
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2

B
时,解的表达式(31)是文献[ 4]中的结果。所以本文推广了文献

[ 3]、文献[ 4]的结果。

注 2:对于方程(3) ,选择变换式( 21) , 并令 g= f d,可得到
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其中 l和 h 为积分常数。方程(33)与方程(23)有类似的解, 在此不再讨论。

注 3:方程(1)与方程( 2)除本文给出的解外, 还有许多由椭圆函数及椭圆函数的极限函数表达的精确

解,这里不再一一列出,详细情况可根据文献[ 7]中的结果推出。

综上所述, 通过扩展的齐次平衡法,本文得到了 Boussinesq方程的一些新精确解。

2  结  语

基于齐次平衡法的原理, 通过改变待定辅助函数的确定次序,可通过齐次平衡法求出非线性偏微分方程

的许多新解。在本文中仅求出了 Boussinesq方程的许多新精确解,实际上, 这种方法还可以求出许多非线

性发展方程的新解, 即这种方法具有较广泛的适用性。
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