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几类图的负对控制数
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摘  要:设 D A V 是图 G= ( V , E)的任意一个对控制集,如果一个函数 f : V→{- 1, 0, 1}满足条件

1)对任意点 v I D, 有 f ( v ) = 1, 对任意点 v I V - D, 有 f ( v ) [ 0, 2) 对任意点 v I V, 均有

f ( N [ v ] ) \1,则称函数 f 为图G 的负对控制函数。负对控制函数 f 的重量f ( V)是V 中所有点的

函数值之和,图 G 的负对控制数 C-
p ( G) = min{ f ( V ) | f 是图 G 的负对控制函数}。本文研究一些

图的负对控制数。
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Abstract: Let D A V be any pair ed-dominating set of G= (V , E) . A m inus paired-dominat ing function of G is a function of the

form f : V→{ - 1, 0, 1} such that f ( v)= 1 for any ver tex v I D, f ( v) [ 0 fo r any vertex v I V- D, and f ( N [ v] ) \1 f or any

vertex v I V . T he w eight of a minus paired-dominating function f is the sum o f f ( v ) , over all ver tices v I V . The minus

paired- dom inat ion number o f a gr aph G,C-
p ( G) = min{ f ( V ) | f is a minus paired-dominating function of G} . In this paper, w e

discuss the minus paired-domination number of some g raphs.
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  设 G= ( V , E)是一个简单图, G中顶点 v 的开邻域N ( v)是 G中所有与点 v 相邻的顶点的集合, N [ v ] =

N ( v) G { v}表示顶点 v 的闭邻域,顶点 v 在图 G 中的度d G ( v)= | N ( v ) | ,设 S A V, G[ S]表示 S 在 G 中的

导出子图。

1  图的负对控制数的定义

在文献[ 1] 中定义了图的控制数的概念, 设D是V 的子集,如果集合V - D中的任意点都与D 中的点相

邻, 则称D为图G 的一个控制集。图G的最小控制集中的顶点数称为G的控制数,记作C( G )。在文献[ 2] 中定

义了图的对控制的概念,设 D是图G 的控制集, 如果 D在G 中的导出子图G [ D] 有完美匹配,则称D为图G

的对控制集。图G的最小对控制集中的顶点数称为G 的对控制数, 记作 Cp ( G)。在文献[ 3] 中定义了图的负控
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制的概念,设图 G = (V , E) ,并且 S A V,对于图 G的任何实值函数 f : V →R,令 f ( S) = 6 v I S
f ( v) ,并且把

f (V) 称为函数 f 的重量。图G的一个函数 f : V→ {- 1, 0, 1} ,如果对于任何顶点 v I V,均有f ( N [ v] ) \1,那么

f 是图 G的负控制函数。图 G的负 C- ( G) = min{ f ( V) | f 是图G 的负控制函数}。

定义[ 4]  设图G = (V, E) 没有孤立点,且D A V 是图G的任意一个对控制集,如果一个函数 f : V → {- 1,

0,1} 满足条件1) 对任意点 v I D,有 f ( v) = 1,对任意点 v I V - D,有 f ( v) [ 0, 2) 对任意点 v I V,均有

f (N [ v] \ 1,则称函数 f 为图 G的负对控制函数。图 G的负对控制数 C
-
p ( G) = min{ f ( V) | f 是图 G的负对控

制函数}。

显然,任意没有孤立点的图 G都存在着负对控制函数。关于图的对控制数、负控制数和负对控制数之间存

在着下面的关系。

定理 1 对任意没有孤立点的图 G,均有 C- ( G) [ C-p ( G) [ Cp ( G)。
证明  对于图G的任意一个对控制集D,笔者定义图G的函数 f D ,使得 f D满足条件:对任意点 v I D,有

f D( v) = 1;对任意点 v I V - D,有 f D ( v) = 0。令 F = { f D | D是图 G的一个对控制集} ,显然,集合 F中的所

有函数都是图G的负对控制函数,并且图G的对控制数 Cp ( G) 等于集合 F中的所有函数中的最小重量,从而有

C-p ( G) [ Cp ( G)。此外,因为图G的任意一个负对控制函数也是图G的一个负控制函数,所以C- ( G) [ C-p ( G)。定

理证毕。

2  一些图的负对控制数

定理 2 对任意正整数 k,都存在一个连通的二分图 G,使得 C-p ( G) [ - k。

证明  构造如下的一簇二分图Gn :首先,把完全二分图K n, n( n \2)的2个部分的顶点进行标号,设标号集

分别是W = {1, 2, ,, n} 和Wc= {1c, 2c, ,, nc} ,然后,对W中的每一对不同的点 i和 j 增加一个标号为( i, j )的

点,使得点( i, j ) 仅仅与W 中的点 i和 j 相邻,这样共增加( n2) 个点,同样地,再增加( n2) 个标号为( ic, jc) 的点,使

得( ic, jc) 仅仅与Wc中的点 ic和 jc相邻,这样一共增加2( n2) 个点,构成了一簇二分图Gn ,定义图Gn的函数 f ,使

得

f ( v) =
 1,  如果 v I W G Wc,

- 1,  如果 v | W G Wc。
  显然, f 是 Gn的一个负对控制函数,并且其重量为 w( f ) = 2n - 2( n2) = 3n- n

2。容易看出,对于任意正整

数 k,可以在图簇 Gn 中找到一个二分图 G,使得图 G的负对控制数 C-p ( G) [ - k。

定理 3 对任意完全二分图K m, n ,有 C-p ( K m, n) = 2。

证明  设完全二分图 K m, n = (X , Y) , 且 v1 I X , v 2 I Y, 定义完全二分图 K m, n 的一个负对控制函数

f : V → {- 1, 0, 1} 如下。

f ( v) =
1,  如果 v I { v 1 , v 2} ,

0,  其他。
  显然, f 是完全二分图K m, n的一个最小的负对控制函数,且其重量为 f ( V) = 2,因此,C-p ( K m, n) = f ( V) =

2。

定理 4 对于任何顶点数为 n的 r- 正则图G,均有 C
-
p \ n

r + 1
,并且不等式可以取等号。

证明  设 f 是一个满足 f ( V) = C-p ( G) 的G上的负对控制函数,考虑和式 N = 6 v I V 6 u I N[ v ] f ( u) ,对于

每个顶点 u I V,这个和式对 f ( u) 统计了恰恰 dG ( u) + 1次,因此

N = 6
u I V

( dG ( u) ) f ( u) = ( r + 1) 6
v I V

f ( u) = ( r + 1) f ( V)。

另一方面,

N = 6
u I V

6
u I N( v)

f ( u) = 6
v I V

f ( N ( v) ) \ 6
v I V

1 = n,

从而有, r
-
p ( G) \ n

r + 1
。

如果图 G是一个 n( n \ 3) 个顶点的完全图,则有 C
-
p ( G) = 1 =

n
r + 1

,此时不等式成为等式。
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