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一类高次多项式系统极限环的研究
封汉颍,张飞龙

(军械工程学院基础部,河北石家庄  050003)

摘  要:用平面自治系统的极限环理论和分支理论,研究了一类具有普遍意义的高次多项式系统,

并讨论了该系统极限环的存在性和唯一性,分析了系统的分支, 同时解决了系统极限环的个数和分

布问题,应用所得结论,推广并改进了前人的结果。
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Abstract: A class of higher po lynomial system is r esear ched w ith the theor y of limit cycles and bifur cation of t he plane autono-

mous system. The ex istence and uniqueness o f its limit cy cles and its bifurcations ar e analyzed. The conclusions applied, results

of predecessor s ar e extended and im proved.
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1  问题的提出

1900年,德国数学家 D. H ilbert根据 19世纪数学研究的成果及发展趋势提出了新世纪数学所面临的

23个难题。其中第 16个问题关于/代数曲线与曲面的拓扑0的后半部分是: 给定 n次系统dy
dx

=
Pn( x , y )
Qn( x , y )

(记

为( En ) ,其中 Pn , Qn 是次数不高于n 的实系数多项式) , 问它最多有几个极限环以及它们的相对位置如何,

即对一切这样的 n次系统,能否估算出它们极限环个数的最小上界。

自 20世纪 50年代起,中国数学家就致力于( E2 )系统的研究,并将可能出现极限环的( E2 )系统分为 3

类分别加以研究。目前, 经过国内外数学家的共同努力,关于( I)类系统极限环个数与全局结构的问题已彻

底解决,对(Ⅱ)类、(Ⅲ)类系统也取得不少进展,但对于一般的 n次系统( En)的研究却进展甚微, 离彻底解

决还有很大的距离
[ 1]
。

本文对一类具有普遍意义的高次多项式系统的极限环进行了讨论,并彻底解决了其个数与分布问题。

2  定理及其证明

考虑多项式系统
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dx
dt
= - y (1+ y )

A+ mx
A
(1+ y )+ lx

A+ 1
,

dy
dt

= x
A
(1+ y+ ax ) , A为正奇数,

(1)

不失一般性,设 a [ 0, 否则,可通过变换 x 1= - x , t 1= - t实现。由
dy
dt

y = - 1

= ax
A+ 1定号,故直线 y= - 1是

系统(1)的无切直线,轨线只能从直线的一侧穿向另一侧,于是系统( 1)若存在闭轨线或奇异闭轨线 #,它只

能位于直线 y= - 1的一侧。

作变换 x 1=
x

1+ y
, y 1= y , dt 1= ( 1+ y )

A- 1
dt,仍以 x , y , t表示新变量,系统( 1)转化为

dx
dt
= - y+ (1+ y ) [ mx

A+ ( l- 1) x A+ 1- ax
A+ 2

] = P( x , y ) ,

dy
dt
= (1+ y)

2
( x

A+ ax
A+ 1

)= Q( x , y )。
(2)

定理 1  当 ma[ 1+ l ( A+ 1) ] [ 0时,系统( 2)在全平面上无极限环。

证明  取 Dulac函数 B( y )= (1+ y )
(A- 1) - l(A+ 1)

,则有

div( BP , BQ)=
5
5x (BP )+

5
5y (BQ) = (1+ y )

A- l(A+ 1)
[ mA- (1+ l (A+ 1) ) aAx 2

] x
A- 1

,

由于 A为正奇数, 所以当 ma[ 1+ l (A+ 1) ] [ 0时, div ( BP , BQ)在直线 y= - 1 两侧常号,且不在任何子区域

内恒为 0。根据 Bendix son-Dulac判别法,当 ma [ 1+ l( A+ 1) ] [ 0时,系统( 2)在全平面上无极限环。

为研究系统(1)的极限环, 仅需考虑 ma[ 1+ l( A+ 1) ] > 0的情况。不妨设 l>
- 1
A+ 1

即 1+ la+ l> 0, 因已

设 a [ 0,则 m< 0,否则可作变换: x 1 = - x , t 1= - t,从而可在 l> - 1
A+ 1

, a< 0, m< 0的假设下进行讨论。

引理 1  系统(2)若有极限环,它必与直线 l 1 : x=
- mA

1+ l (A+ 1)
相交。

证明  取 Dulac函数 B( y )= (1+ y )
A
, 则有

5
5x (BP)+

5
5y (BQ)= (1+ y )

A+ 1
x
A- 1

[ mA+ (1+ l( A+ l) ) x ]。

图 1  系统(2)有围绕原点极限环的情况
Fig . 1  Situation in w hich sy stem ( 2) has

a limit cycle around the o rig in

  显然如果系统(2)存在极限环, 它必然要与直线 l1 : x =

- mA
1+ l( A+ l )

相交。

引理 2  系统(2)若有围绕原点的极限环,它必不与直线

l2 : x= -
1
a
相交。

证明  假设围绕原点的极限环与直线 x= - 1
a
相交, 由

于 Q( x , y )=
dy
dt

= (1+ y )
2
( x

A
+ ax

A+ 1
) ,在 y 轴左侧有Q ( x ,

y )< 0,所以极限环的绕行方向是逆时针的, 见图 1。那么当

x> -
1
a
时, 应有 Q( x , y ) > 0的情况出现, 但实际上当 x >

-
1
a
时,总有 Q( x , y )< 0,推出矛盾。故系统(2)若有围绕原点的极限环, 它必不与直线 l 2 : x= -

1
a
相交。

引理 3  系统(2)在全平面上除原点外, 只有一个奇点 A -
1
a
,

l- am
a
A+ 1+ am- l

, 且当 a
A+ 1 + am- l> 0

时, A 是鞍点。

证明  由 P ( x , y ) = 0和 Q( x , y )= 0可解得系统( 2)除原点外,只有奇点 A - 1
a
,

l- am
a
A+ 1

+ am- l
,记 A

的纵坐标为y 0 , 因为 $= ( PxQ y- PyQ x ) A= - (1+ y 0)
2 am- l+ a

A+ 1

a
2A , 显然当a

A+ 1
+ am- l> 0时, A 为鞍点。
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定理 2  当 ma\1+ l (A+ l )
A

时,系统(2)在全平面上无极限环。

证明  由引理 1和引理 2可知,系统(2)若有围绕原点的极限环,必与直线 l 1 相交,而不与直线 l 2相交。

所以直线 l1 必位于 l2 的左侧,即有 - mA
1+ l (A+ 1)

< - 1
a
, 从而有 ma< 1+ l (A+ 1)

A
,故当ma\1+ l( A+ 1)

A
时,系

统(2)无围绕原点的极限环。

此外, l> - 1
A+ 1

> - 1, 当 ma\1+ l (A+ 1)
A

, 从而有 ma- l \1+ l
A

> 0时,所以 a
A+ 1 + am- l> 0,由引理 3

知 A 是鞍点,外围无极限环。又由引理 2知,系统(2)没有包围原点和 A 的极限环,故此时系统(2)在全平面

上无极限环。

由上分析可知,系统(2)若有极限环则仅可能在O外围,此时必有0< ma< 1+ l (A+ 1)
A

,以下讨论均建立

在这个关系上, 且极限环位于区域 D = ( x , y ) | x < -
1
a
, y > - 1 内。

再对系统( 2)作变换:

x 1= x , e
- y

1 = 1+ y , dt1= - ( 1+ y ) dt, (3)

仍以 x , y , t表示新变量, 系统( 2)化为

dx
dt

= - U( y) - F( x ) ,

dy
dt = g( x )。

(4)

其中: U( y )= e
y- 1; F( x )= mx

A+ ( l- 1) x A+ 1 - ax
A+ 2
; g( x ) = x

A+ ax
A+ 1。记 f ( x ) = F

c
( x ) = mAx A- 1

+

( l - 1) ( A+ 1) x A- a( A+ 2) x A+ 1
, G( x ) = Q

x

0
g( x )dx = 1

A+ 1
x
A+ 1
+

A
A+ 2

x
A+ 2。

引理 4  当- 2< m< 0时, 系统(1)的奇点 O为稳定焦点,而当 m= 0时, O为不稳定焦点。

证明  令 z= G( x ) ,当 x→0时, G ( x ) ~
1
A+ 1

x
A+ 1

, 设 x > 0, x < 0部分的反函数分别记为 x 1 ( z ) > 0,

x 2( z ) < 0, 则当 z→0时, x 1( z ) ~ ( A+ 1)
1

A+ 1 # z
1

A+ 1 , x 2( z ) = - x 1 ( z )。记 F i ( z )= F[ x i ( z ) ] , i= 1, 2。对 m [

0, a< 0时, U( y)和 F i ( z )满足文献[ 2]中推论 4的条件。

当 z →0时, F1 ( z ) - F2 ( z ) = 2m 2
n

A

2 # z
A

2 - 2a 2
n

A+ 2

2 # z
A+ 2

2 ,于是,对 0 < z n 1, 当- 2 < m < 0时,

F1( z ) - F2( z ) < 0; 当m = 0时, F1 ( z ) - F2( z ) > 0。故当- 2 < m < 0时, O为系统(4) 的不稳定焦点;当

m = 0时, O为稳定焦点。注意到变换(3) , 故有当m < 0时, O为系统(1) 的稳定焦点;当 m = 0时, O为不稳

定焦点。

定理 3  当 0 < ma <
1 + l( A+ 1)

A
, | m | n 1时,系统( 1) 存在包围原点的极限环。

证明  由引理 4和 Hopf分支定理
[ 3]
可证。

定理4 当0 < ma <
1+ l(A+ 1)

A
时,系统(1)至多存在一个围绕原点的极限环,且若存在,它必为不稳定环。

证明  考虑系统(4) ,显然 Uc
( y ) > 0, U(0) = 0, xg ( x ) > 0,对 x < -

1
a
, x X 0,

f ( x )
g( x )

c

=
(1 + l(A+ 1) ) ax 2

+ mA(1+ 2ax )
- ( x + ax

2
)
2 ,

记 h( x ) = ( 1+ l(A+ 1) ) ax 2
+ mA(1 + 2ax ) ,

h( x ) 是开口向下的抛物线,在点 M
- mA

1+ l(A+ 1)
,
( 1+ l(A+ 1) )mA- am

2
A
2

1+ l(A+ 1) 处取得极大值。而由于当 0 <

ma <
1 + l( A+ 1)

A
时, (1 + l( A+ 1) )mA- am

2
A
2

1 + l( A+ 1)
< 0,从而 h( x ) < 0, 于是

f ( x )
g( x )

c

> 0。根据引理 4, 当
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作为试虫。石油醚和正己烷提取液经冰箱冷冻 12

h后有不溶物析出, 过滤得不溶物, 分别为石 A 和

正 A。滤液回收溶剂后,得石 B和正 B。其他几种

溶剂提取液回收溶剂后, 得苯 B、氯 B和乙 B。测定

各种提取物对菜青虫的生物活性, 选择出较佳溶剂。

砂地柏果实不同溶剂提取物对菜青虫生物活性的比

较见表 4。由表 4可以看出:石 A和正 A 对菜青虫

活性最高,正 A 尤为突出,仅在 24 h内拒食率就接

近 100% , 48 h死亡率高达 100% ;石 A 的活性稍低

于正 A,但其拒食率和最终死亡率都达 90%以上;

除乙 B 外, 其余几种溶剂提取物尽管都均有较高的

拒食活性, 但是死亡率较低。综合考虑溶剂价格及

提取效率,笔者认为, 选择石油醚( 60~ 90 e )作为

最佳提取溶剂是较为合理的, 据此,确定砂地柏果实

的精提方案(见 1. 2. 1)。

表 4  砂地柏果实不同溶剂提取物对
菜青虫生物活性比较  

Tab. 4  Comparing the bio lo gical activ ity o f different

    org anic solv ent ex tr act s fr om sabina vulg aris

  fr uitage against cabbage butterfly larv ae

植物提取液 24 h拒食率 48 h 拒食率 48 h校正死亡率

石 A 91. 4 95. 2 90. 9

石 B 84. 3 89. 1 46. 0

正 A 99. 5 99. 7 100. 0

正 B 81. 9 90. 0 37. 0

苯 B 90. 5 95. 0 46. 0

氯 B 91. 2 95. 3 46. 0

乙 B 46. 0 63. 0 25. 1

样品均配制成 25. 0 g/ L 的丙酮溶液供试,拒食率= (对照平均

取食量- 处理平均取食量) / 对照平均取食量 @ 100% ,取食量

以菜青虫对青菜的取食质量计

3  结  论

通过对 10种植物提取物的抑菌试验,初步筛选出 7种植物作为潜在的 Bt菌混剂候选复配植物,通过提

取液对鱼虫的杀虫活性试验, 筛选出了闹羊花、藜芦和砂地柏 3种较好的候选植物。对最具开发价值的植物

砂地柏进行了不同有机溶剂提取物的杀虫活性比较实验,确定石油醚为最佳提取溶剂。
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m< 0时,原点 O为稳定焦点。注意到变换(3) , 由张芷芬唯一性定理
[ 4]
知,系统(1)在原点外围至多存在一个

极限环,且若存在,它一定是不稳定的。

注:令 l= 1, 系统( 1)变为文献[ 5]研究的系统, 不过这里的证明比文献[ 5]更简洁; 令 l= 1, A= 1,系统

(1)即为文献[ 6]研究的系统, 这里还解决了文献[ 6]中未涉及到的极限环存在性问题。
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