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一类具有Lévy跳的随机三种群食物网模型
冀 星,刘桂荣

(山西大学数学科学学院,山西太原 030006)

摘 要:为了深入研究具有双参数扰动及Lévy跳的随机三种群食物网模型的动力学性质,首先给

出了模型全局正解的存在唯一性;然后通过构造Lyapunov函数,并且应用Itô公式和Chebyshev
不等式证明了该模型的随机最终有界性;接着利用指数鞅不等式和Borel-Cantelli引理分析了种群

灭绝的充分条件;最后运用数值模拟验证了相应理论结果的合理性。研究结果表明,在Lévy噪声

的影响下模型是随机最终有界的,并且较大的Lévy噪声可以导致种群的灭绝。研究方法在理论

证明和数值模拟方面都得到了良好的预期结果,对于探究其他随机种群模型的一些问题具有一定

的借鉴意义。
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Astochasticthree-speciesfoodwebmodelwithLévyjumps
JIXing,LIUGuirong

(SchoolofMathematicalSciences,ShanxiUniversity,Taiyuan,Shanxi030006,China)

Abstract:Forastochasticthree-speciesfoodwebmodelwithdoubleparametersperturbationandLévyjumps,wegivethe
existenceanduniquenessofglobalpositivesolution,whichisbeneficialtofurtherstudyitsdynamicproperties.Then,bycon-
structingLyapunovfunctionandapplyingItô'sformulaandChebyshev’sinequality,itisfoundthatthemodelisstochasticand
ultimatelybounded.Moreover,thesufficientconditionsofextinctionareobtainedbyusingexponentialmartingaleinequality
andBorel-Cantelli’slemma.Finally,somenumericalsimulationsareintroducedtoillustratetherationalityofthetheoretical
results.TheresultsshowthatthemodelisstochasticandultimatelyboundedundertheinfluenceofLévynoise,andlargeLévy
noisecanleadtotheextinctionofpopulations.Thealgorithmhasobtainedgoodresultsbothintheoryandnumericalsimula-
tions,whichprovidescertainsignificanceformanyproblemsofstochasticpopulationmodels.
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  捕食者与食饵之间的相互作用是最重要的生态现象之一。近年来,三种群捕食者-食饵模型的一些动力

学性质得到了许多学者的广泛研究[1-5]。
考虑到种群系统因不可避免地受到环境白噪声的影响而受到许多关注[6-12],文献[6]建立了下列随机三
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种群食物网模型:

dx1(t)=x1(t)[r1-a11x1(t)-a12x2(t)-a13x3(t)]dt+σ11x1(t)dB11(t),

dx2(t)=x2(t)[-r2+a21x1(t)-a22x2(t)-a23x3(t)]dt+σ21x2(t)dB21(t),

dx3(t)=x3(t)[-r3+a31x1(t)+a32x2(t)-a33x3(t)]dt+σ31x3(t)dB31(t)。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

  其中:xi(t)表示t时刻种群xi(i=1,2,3)的数量;种群x1 是种群x2 和x3 的食饵,种群x2 不仅是种群

x1 的捕食者,而且是种群x3 的食饵,种群x3 是种群x1 和x2 的捕食者;r1 表示种群x1 的增长率;r2 和r3
分别表示种群x2 和种群x3 的死亡率;aii(i=1,2,3)表示种内竞争系数;aij(i≠j,i,j=1,2,3)表示种间竞

争系数且ri,aii都是正常数;Bij(t),i=1,2,3,j=1是定义在完备的概率空间(Ω,F,P)上的三维标准布朗

运动;σ2i1(i=1,2,3)表示噪声强度。
此外,生态系统可能会遭到突如其来的环境冲击,比如海啸、地震、非典等,这些干扰或许会在较短时间

内改变种群的数量。这些扰动对种群造成的影响无法用环境白噪声来描述。为此,学者们用Lévy跳来描

述这些随机扰动[13-18]。
基于以上分析,笔者在模型(1)的基础上加入Lévy跳,并且考虑环境白噪声对种群内竞争系数的影响。

在本文中,环境白噪声以如下方式扰动种内竞争系数:

-a11→-a11+σ12̇B12(t), -a22→-a22+σ22̇B22(t), -a33→-a33+σ32̇B32(t),
进而建立了下列具有Lévy跳的随机三种群食物网模型:

dx1(t)=x1(t)[r1-a11x1(t)-a12x2(t)-a13x3(t)]dt+σ11x1(t)dB11(t)+

σ12x2
1(t)dB12(t)+∫Y

γ1(u)x1(t-)􀮃N(dt,du),

dx2(t)=x2(t)[-r2+a21x1(t)-a22x2(t)-a23x3(t)]dt+σ21x2(t)dB21(t)+

σ22x2
2(t)dB22(t)+∫Y

γ2(u)x2(t-)􀮃N(dt,du),

dx3(t)=x3(t)[-r3+a31x1(t)+a32x2(t)-a33x3(t)]dt+σ31x3(t)dB31(t)+

σ32x2
3(t)dB32(t)+∫Y

γ3(u)x3(t-)􀮃N(dt,du),
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(2)

其中:xi(t-)表示xi(t)的左极限;σ2i1,σ
2
i2表示噪声强度;Bij(t),i=1,2,3,j=1,2是定义在完备的概率空

间(Ω,F,P)上的相互独立的标准的布朗运动;N 表示特征测度λ 在[0,∞)的可测子集Y 上满足λ(Y)<∞

的泊松计数测度;􀮃N 表示N 的补偿随机测度,􀮃N(dt,du)=N(dt,du)-λ(du)dt,γi:Y×Ω→R 是关于特征

测度的连续有界函数且满足γi(u)>-1,i=1,2,3。

令R3
+={(x1,x2,x3)T∈R3:xi>0,i=1,2,3}。模型(2)满足初始条件(x1(0),x2(0),x3(0))T∈R3

+。
为了证明本文主要结论,进一步作出如下假设:

H)存在常数c>0,使得∫Y
[ln(1+γi(u))∨ (ln(1+γi(u)))2]λ(du)<c,i=1,2,3,这个假设意味

着Lévy噪声的强度不会无限大。

1 主要结果

定理1 若假设H)成立,则对任意初值x(0)=(x1(0),x2(0),x3(0))T∈R3
+
,模型(2)在[0,+∞)上

存在依概率1停留在R3
+ 中的唯一的全局正解:x(t)=(x1(t),x2(t),x3(t))T。

类似于文献[13]中引理2.1的证明方法,容易证明定理1的结论成立。
引理1 若假设 H)成立且0<p<1,则对任意初值(x1(0),x2(0),x3(0))T∈R3

+,存在一个常数

􀮃K=􀮃K(p)>0,使得模型(2)的解(x1(t),x2(t),x3(t))T 满足:lim
t→∞
supE|x(t)|p≤􀮃K。

证明 令V1(x1,x2,x3)=xp
1+xp

2+xp
3,xi>0,i=1,2,3。利用Itô公式[19],有

d[etV1(x1(t),x2(t),x3(t))]=et[V1(x1(t),x2(t),x3(t))+LV1(x1(t),x2(t),x3(t))]dt+

etQ(t)+∑
3

i=1∫Y
etxp

i(t)[(1+γi(u))p -1]􀮃N(dt,du), (3)
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其中,

Q(t)=pσ11xp
1(t)dB11(t)+pσ12xp+1

1 (t)dB12(t)+pσ21xp
2(t)dB21(t)+pσ22xp+1

2 (t)dB22(t)+

pσ31xp
3(t)dB31(t)+pσ32xp+1

3 (t)dB32(t),

LV1(x1,x2,x3)=pxp
1(r1-a11x1-a12x2-a13x3)+pxp

2(-r2+a21x1-a22x2-a23x3)+

pxp
3(-r3+a31x1+a32x2-a33x3)+0.5p(p-1)(σ2

11x
p
1+σ2

12x
p+2
1 +σ2

21x
p
2+

σ2
22x

p+2
2 +σ2

31x
p
3+σ2

32x
p+2
3 )+∑

3

i=1∫Y
xp

i[(1+γi(u))p -1-pγi(u)]λ(du)≤

(1+pr1-0.5p(1-p)σ2
11)x

p
1-pa11xp+1

1 -0.5p(1-p)σ2
12x

p+2
1 +

(1-pr2-0.5p(1-p)σ2
21)x

p
2-pa22xp+1

2 -0.5p(1-p)σ2
22x

p+2
2 +

(1-pr3-0.5p(1-p)σ2
31)x

p
3-pa33xp+1

3 -0.5p(1-p)σ2
32x

p+2
3 +

a21x1xp
2+a31x1xp

3+a32x2xp
3-V(x1,x2,x3)≤

F(x1,x2,x3)-V1(x1,x2,x3), (4)
其中,式(4)中第1个不等式用到了基本不等式xδ≤1+δ(x-1),x≥0,0<δ<1,且

F(x1,x2,x3)=(1+pr1-0.5p(1-p)σ211)x
p
1-pa11xp+1

1 +(0.5a21+0.5a31)x2
1-

0.5p(1-p)σ212x
p+2
1 +(1-pr2-0.5p(1-p)σ221)x

p
2-pa22xp+1

2 +

0.5a21x2p
2 +0.5a32x2

2-0.5p(1-p)σ
2
22x

p+2
2 +(1-pr3-0.5p(1-p)σ231)x

p
3-

pa33xp+1
3 +(0.5a31+0.5a32)x2p

3 -0.5p(1-p)σ
2
32x

p+2
3 。

易知,存在常数K=K(p)>0,使得对任意(x1,x2,x3)∈R3
+,有F(x1,x2,x3)≤K。从而,

LV1(x1,x2,x3)≤K -V1(x1,x2,x3), (5)
因此,结合式(3)和式(5)得:

d[etV1(x1(t),x2(t),x3(t))]≤Ketdt+etQ(t)+∑
3

i=1∫Y
etxp

i(t)[1+γi(u))p -1]􀮃N(dt,du)。 (6)

将式(6)两端同时从0到t积分,再取期望,有:

etE[V1(x1(t),x2(t),x3(t))]≤V1(x1(0),x2(0),x3(0))+K(et-1)。
故lim

t→∞
supE[V1(x1(t),x2(t),x3(t))]≤K。此外,

|(x1(t),x2(t),x3(t))|p≤3
p
2(max
1≤i≤3

x2
i(t))

p
2=3

p
2max
1≤i≤3

xp
i(t)≤3

p
2V1(x1(t),x2(t),x3(t)),

故lim
t→∞
supE|x(t)|p≤3

p
2K=:􀮃K。因此,引理1成立。

定理2 若假设H)成立,则对任意初值(x1(0),x2(0),x3(0))T∈R3
+,模型(2)是随机最终有界的。

证明 取常数p∈(0,1)。对任意的ε∈(0,1),令 H=(
􀮃K
ε
)
1
p。由切比雪夫不等式[19]及引理1可得

lim
t→∞
supP{|x(t)|>H}≤lim

t→∞
sup(H -p[E|x(t)|p])≤ε,即lim

t→∞
supP{|x(t)|≤H}≥1-ε。从而,定理2

得证。
引理2[20] 设M(t),t≥0是一个局部鞅且在t=0时消失,则:

lim
t→∞

ρM(t)< ∞⇒lim
t→∞

M(t)
t =0 a.s.,

其中,ρM(t)=∫
t

0

d<M,M>(s)
(1+s)2

,t≥0。

方便 起 见,记 β1 =r1 -0.5σ2
11 +∫Y

[ln(1+γ1(u))-γ1(u)]λ(du), βi =-ri -0.5σ2
i1 +

∫Y
[ln(1+γi(u))-γi(u)]λ(du),i=2,3。显然βi <0,i=2,3。

定理3 若假设H)成立且β1<0,则对任意初值(x1(0),x2(0),x3(0))T∈R3
+,模型(2)的解x(t)=

(x1(t),x2(t),x3(t))T 满足lim
t→∞

xi(t)=0 a.s.,i=1,2,3,即种群x1,x2,x3 都趋于灭绝。

303



河 北 科 技 大 学 学 报 2019年

证明 令V2(z)=lnz,z∈R+。利用Itô公式,有:

d[lnx1(t)]={β1-a11x1(t)-a12x2(t)-a13x3(t)-0.5σ212x
2
1(t)}dt+σ11dB11(t)+

σ12x1(t)dB12(t)+∫Y
ln(1+γ1(u))􀮃N(dt,du)。 (7)

将式(7)两端同时从0到t积分,有:

lnx1(t)=lnx1(0)+β1t-a11∫
t

0
x1(s)ds-a12∫

t

0
x2(s)ds-a13∫

t

0
x3(s)ds-0.5σ2

12∫
t

0
x2
1(s)ds+

σ11B11(t)+σ12∫
t

0
x1(s)dB12(s)+∫

t

0∫Y
ln(1+γ1(u))􀮃N(ds,du)。 (8)

令 M1(t)=σ12∫
t

0
x1(s)dB12(s),N1(t)=∫

t

0∫Y
ln(1+γ1(u))􀮃N(ds,du)。 一 方 面,由 假 设 H)可 知,

<N1,N1>t=t∫Y
[ln(1+γ1(u))]2λ(du)<ct。进而由引理2,lim

t→∞

N1(t)
t =0 a.s.。另一方面,M1(t)的二

次变分为<M1,M1>t=σ2
12∫

t

0
x2
1(s)ds。由指数鞅不等式[19],对任意整数k>1,有:

P{sup
0≤t≤k

[M1(t)-0.5<M1,M1>t]>2lnk}≤1/k2。

利用Borel-Cantelli引理[19]可知,存在Ω0 ∈F且P(Ω0)=1,使得对任意ω ∈Ω0,都存在一个整数

k0=k0(ω)>0,当k≥k0(ω),0≤t≤k时,

     M1(t)≤2lnk+0.5<M1,M1>t=2lnk+0.5σ2
12∫

t

0
x2
1(s)ds。 (9)

由式(8)和式(9),有lnx1(t,ω)≤lnx1(0)+β1t+σ11B11(t,ω)+2lnk+N1(t,ω)。因此,当

ω ∈Ω0,k≥k0(ω),0< (k-1)≤t≤k时,lnx1(t)
t ≤

lnx1(0)
t +β1+

σ11B11(t)
t +

2lnk
k-1+

N1(t)
t

。

由强大数定律[19],lim
t→∞

B11(t)
t =0 a.s.。注意到P(Ω0)=1。对任意ω∈Ω0,有lim

t→∞
sup
lnx1(t)

t ≤β1<0 a.s.。

进而可得lim
t→∞

x1(t)=0 a.s.。即种群x1 趋于灭绝。类似地,由Itô公式,指数鞅不等式及Borel-Cantelli引

理,存在Ω1 ∈F且P(Ω1)=1,使得对任意的ω ∈Ω1,都存在一个整数l0=l0(ω)>0,当l≥l0(ω),

0≤t≤l时,有:

  lnx2(t,ω)≤lnx2(0)+β2t+a21∫
t

0
x1(s,ω)ds+σ21B21(t,ω)+2lnl+N2(t,ω), (10)

其中,N2(t)=∫
t

0∫Y
ln(1+γ2(u))􀮃N(ds,du)。因为lim

t→∞
x1(t)=0 a.s.,所以对任意的0<ε<-β2

a21
,存在

T >0,使得t>T 时,x1(t)<ε。又由x1(t)在[0,T]上的连续性可知,存在M >0,使得x1(t)≤M。
故由式(10)得:

lnx2(t)≤lnx2(0)+β2t+a21∫
T

0
x1(s)ds+a21∫

t

T
x1(s)ds+σ21B21(t)+2lnl+N2(t)≤

(β2+a21ε)t+lnx2(0)+a21MT-a21εT+σ21B21(t)+2lnl+N2(t)。
因此,当ω ∈Ω1,l≥l0(ω),0< (l-1)≤t≤l时,

lnx2(t)
t ≤

lnx2(0)
t +(β2+a21ε)+

a21MT
t -

a21εT
t +

σ21B21(t)
t +

2lnl
l-1+

N2(t)
t

。

由假设 H)及引理2可得lim
t→∞

N2(t)
t =0 a.s.。 又由强大数定律,lim

t→∞

B21(t)
t =0 a.s.。 注意到

P(Ω1)=1。所以对任意的ω ∈Ω1,lim
t→∞
sup
lnx2(t)

t ≤β2+a21ε<0 a.s.,进而可得lim
t→∞

x2(t)=0 a.s.,

即种群x2 趋于灭绝。
类似可证,lim

t→∞
x3(t)=0 a.s.,从而,定理3成立。

注1 由定理3可知,白噪声或Lévy噪声的强度较大时可以使种群x1,x2,x3 都趋于灭绝。
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2 数值模拟

笔者将用文献[21]中提到的 Milsteins方法来验证理论结果。
对模型(2),令初值(x1(0),x2(0),x3(0))=(1,1,1),选取参数r1=0.2,r2=0.05,r3=0.06,

a11=0.5,a12=0.6,a13=0.4,a21=0.6,a22=0.1,a23=0.2,a31=0.4,a32=0.5,a33=0.25,σ11=0.3,

σ12=0.25,σ21=0.15,σ22=0.3,σ31=0.1,σ32=0.4,Y=(0,∞),λ(Y)=1,γ1(u)=γ2(u)=γ3(u)=0.9,则

β1≈-0.1031<0,因此,定理3的条件成立。由图1可知,模型(2)中种群x1,x2,x3 都趋于灭绝,这与定理

3的结论一致。同时分别对比图1a)—c)中的确定性模型、只含有白噪声的随机模型和既有白噪声又有

Lévy噪声的随机模型可得结论:Lévy噪声对种群数量产生了较大影响,它导致了种群x1,x2,x3 的灭绝。
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3 结 论

本文研究了一类具有双参数扰动及Lévy跳的随机三种群食物网模型全局正解的存在唯一性和随机最

终有界性,讨论了种群灭绝的充分条件,并运用数值模拟验证了结果的合理性。研究结果表明,在Lévy噪

声的影响下模型是随机最终有界的,并且Lévy噪声可以导致种群的灭绝。因此,在考虑某些突发性环境冲

击时,具有Lévy跳的随机模型有利于更好地研究种群的动力学性质。在未来的研究中,将着力于考虑该模

型的一些其他的动力学性质。
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