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延迟Gompertz模型的数值分支和混合控制
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摘 要:为了研究物种的稳定性问题,要求缩小或者扩大生物系统的稳定区域,通过混合控制欧拉

法研究了一个时滞Gompertz模型,运用状态反馈和参数扰动控制得到了Neimark-Sacker分支的

理想结果。根据Hopf分支理论得到了连续系统平衡点的稳定性,通过混合控制欧拉算法得到了

离散系统在要求的分支点所产生的Neimark-Sacker分支,利用中心流形定理和正规形方法,给出

了确定分支周期解的分支方向与稳定性的计算公式。采用数值模拟验证了所得结果的正确性。研

究结果表明,对于延迟Gompertz模型系统,如果选择合适的控制参数,就能够使分支点提前或者

延迟。研究方法在理论和数值模拟方面都得到了良好的预期结果,为解决相关的控制问题提供了

新的方法,对其他领域的控制问题研究具有一定的借鉴意义。
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Abstract:Inordertostudythestabilityofspecies,thebiologicalsystemsarerequiredtoreduceorexpandthestableregion.
ForaGompertzmodelwithtimedelay,ahybridcontrolEulermethodisproposedinwhichstatefeedbackandparameter

perturbationareusedtocontroltheNeimark-Sackerbifurcation.Thelocalstabilityoftheequilibriaisdiscussedaccordingto
Hopfbifurcationtheory.ForcontrollingNeimark-Sackerbifurcation,thehybridcontrolnumericalalgorithmisintroducedto

generatetheNeimark-Sackerbifurcationatadesiredbifurcationpoint.Theexplicitalgorithmsfordeterminingthedirectionof
thebifurcationandthestabilityofthebifurcatingperiodicsolutionsarederivedbyusingthenormalform methodandcenter
manifoldtheorem.Numericalexamplesareprovidedtoillustratethetheoreticalresults.Theresearchresultsshowthatthe
branchpointcanbeinadvanceordelayforthedelayGompertzmodelsystemthroughchoosingappropriatecontrolparameters.
Thealgorithmhasobtainedgoodresultsbothintheoryandnumericalperformance,whichprovidesanew methodandhas
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certaintheoreticalsignificanceforitsapplicationinmanycontrolproblems.

Keywords:numericalsolutionofordinarydifferentialequation;Gompertzmodel;hybridcontrol;Eulermethod;delay;
Neimark-Sackerbifurcation

  Gompertz方程[1]是描述单物种增长率问题的重要模型之一。模型方程如下:

ẋ(t)=-rx(t)lnx
(t)
K
, (1)

式中:x(t)为人口密度;r>0是固有增长率;K>0是环境容纳能力或饱和度;-rln
x(t)
K

是相关增长率。

假设物种增长需要更多的食物,模型加入延迟项(t-τ),模型(1)修正为

ẋ(t)=-rx(t)lnx(t-τ)
K

, (2)

式中τ>0代表时间延迟。系统(2)称为延迟Gompertz模型。连续系统(1)和(2)以及相关的系统在文献

[2-6]中有深入研究。
分支控制的目的是延迟或者提前固有分支的出现,改变现存分支点的参数值,稳定分支周期解的振幅

等[7-11],在文献[12—13]中,混合控制方法用于对控制分支的研究。
很多情况下,连续系统的精确解求解不出来,而得到去离散连续时间系统与连续系统动力学相容的离散时

间模型是较好的结果。在文献[14—18]中,对某些延迟微分方程,给出了很多数值方法证明了离散系统能保持

局部稳定性和Hopf分支。文献[19]应用欧拉法对于充分小的步长离散模型与原来模型具有相同类型的Hopf
分支。在本论文中,对于延迟Gompertz模型,笔者构建了混合控制欧拉法数值算法,利用状态反馈和参数扰动

控制Neimark-Sacker分支,结果表明通过选择合适的控制参数,控制系统的动力学行为发生了改变。

1 混合控制延迟微分方程的Hopf分支

设y(t)=
x(τt)
K -1,则方程(2)转化为

ẏ(t)=-rτ(y(t)+1)ln(y(t-1)+1), (3)
显然,方程(3)有唯一的零平衡点。方程(3)加入参数扰动和状态反馈得到如下方程:

ẏ(t)=-αrτ(y(t)+1)ln(y(t-1)+1)+(1-α)τy(t-1), α>0, (4)
对方程(4)在平衡点y=0处线性化得到下面的结果:

ẏ(t)=[-αrτ+(1-α)τ]y(t-1), (5)
方程(5)的特征方程为

λ=[-αrτ+(1-α)τ]e-λ, (6)
如果w>0,iw 是方程(6)的解,可以得到:

iw=τeiw[-αr+(1-α)], (7)
分离实部和虚部得:

τ[(1-α)-αr]cosw=0,

τ[(1-α)-αr]sinw=-w,{ (8)

整理得到如下结果:

w2=τ2[-αr+(1-α)]2, (9)

即w=τ[αr-(1-α)],r>
1-α
α
。当r>

1-α
α
,则有:

τk =
w

((1-α)-αr)sinw +2kπ,k=0,1,2,…。 (10)

  设w0=τ[αr-(1-α)],λk=αk(τ)+iwk(τ)是方程(6)在τ=τk 附近的一个根,满足αk(τk)=0,

wk(τk)=w0。由此得到下面的结论。

311



河 北 科 技 大 学 学 报 2019年

  引理1 α'k(τk)>0。
证明 方程(6)两边对τ微分得到:

(dλ
dτ
)-1=τ+

τ
λ
, [dλdτ τ=τk

]-1=τ(1-
i
w
),

由此得到α'k(τk)>0。证毕。
定理1 对系统(4),下面的结论成立。

如果r>
1-α
α
,则平衡点y=0在τ∈(0,τ0)时渐近稳定,当τ>τ0 时不稳定。对平衡点y=0,当τ=τk,

k=0,1,2,…处经历Hopf分支。

2 欧拉混合控制系统的稳定性

笔者主要讨论数值离散混合控制系统。应用文献[12—13]的混合控制策略,对方程(3)应用欧拉法得到

差分方程:

yn+1=yn -αhrτ(yn +1)ln(yn-m +1)+(1-α)τhyn-m, α>0, (11)
引进一个新的变量Yn+1=(yn,yn-1,…,yn-m)T,方程(11)记为

Yn+1=F(yn,τ), (12)
其中F=(F0,F1,…,Fk,…,Fm),

Fk =
yn-k +[(1-α)τh-ατhr]yn-m-k, k=0,

yn-k+1, 1≤k≤m。{ (13)

  映射(12)的线性部分是:

Yn+1=AYn, (14)
其中:

A=

1 0 … 0 0 (1-ατh)-ατhr
1 0 … 0 0 0
0 1 … 0 0 0
… … … … … …

0 0 … 1 0 0
0 0 … 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

, (15)

矩阵A 的特征方程为

λm+1-λm +[(1-α)τh-ατhr]=0。 (16)

  引理2 如果r>
1-α
α
,则方程(16)的所有根的模小于1。

证明 当τ=0时,方程(16)为λm+1-λm=0。此时方程有m 个重根λ=0和一个单根λ=1。考虑根

λ(τ)使得|λ(0)|=1,这个根是关于τ的C1 函数。对方程(16),得到如下结果:

d|λ|2

dτ =λ
dλ
dτ+

λ
dλ
dτ
, d|λ|

2

dτ λ=1,τ=0
=2h[(1-α)h-αhr],

因此,如果(1-α)h-αhr<0,即r>
1-α
α
,则方程(16)的所有根的模小于1(|λ|<1)。证毕。

当特征方程(16)的根穿过单位圆时有Neimark-Sacker分支产生。笔者要找到使得根穿过单位圆的τ
的值。假定单位圆上的根为eiw,w∈(-π,π],要处理一个实的多项式的复根出现,并且复根成对出现,在此

w∈(0,π),则eiw是特征方程(16)的根,并且满足:

eiw -1+[αhr-(1-α)]e-imw =0, (17)
分离实部和虚部得到:

cosw-1+[αhr-(1-α)]cosmw=0,

sinw-[αhr-(1-α)]sinmw=0,{ (18)
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由此得到:

cosw=1-
1
2h

2τ2[αhr-(1-α)]2。 (19)

  如果步长h 充分小,则cosw<1,因为τ为正实数,从式(19)得到:

wk =arccos(1-
1
2h

2τ2[αhr-(1-α)]2)+2kπ, k=0,1,2,…,[
m-1
2
], (20)

其中[·]表示最大的整数函数。根据w=wk 可以找到一系列的时间延迟参数τk 满足方程(18)。
引理3 设λk(τ)=rk(τ)eiwk(τ)是方程(16)在τ=τk 附近满足rk(τk)=1,wk(τk)=wk,则有:

dr2k(τ)
dt τ=τk,w=wk

>0。

证明 从方程(16)得到:

λm=
(1-α-αhr)τ

λ-1
,

dr2k(τ)
dt τ=τk,w=wk

=2R(λ
dλ
dτ
)

τ=τk,w=wk

= 2(2m+1)(1-cosw)
[(m+1)cosw-m)]2+[(m+1)sinw]2 τ=τk,w=wk

>0。

定理2 对系统(11),下面的结论成立。

如果r>
1-α
α
,则平衡点y=0,当τ∈(0,τ0)时是渐近稳定的,当τ>τ0 时不稳定。对于方程(11),

当τ=τk,k=0,1,2,…,[
m-1
2
]时,在平衡点y=0经历Neimark-Sacker分支。

证明 如果r>
1-α
α
,应用引理2和引理3及文献[20]的推论2.4,得到方程(16)的所有根,当

τ∈(0,τ0)时模小于1,当τ>τ0 时,至少有一对根模大于1。因此结论成立。证毕。

3 离散控制模型中Neimark-Sacker分支方向和稳定性

笔者讨论Neimark-Sacker分支方向和稳定性。出现Neimark-Sacker分支的条件是τ=τk,k=0,1,…,

[m-1
2
]。在这一部分笔者将应用规范型和中心流形定理研究当τ=τk 处Neimark-Sacker分支和分支周期

解的方向[21-25]。

yn+1=yn+[(1-α)τh-ατhr]yn-m+
ατhr
2
(y2

n-m-ynyn-m)+
ατhr
2
(3yny2

n-m-2y3
n-m)+

O(|y2
n+y2

n-m|2)。

因此对于系统(11),记为Yn+1=AYn+
1
2B
(Yn,Yn)+

1
6C
(Yn,Yn,Yn)+O(‖Y‖4),

其中:

B(Yn,Yn)=(b0(Yn,Yn),0,…,0)T, C(Yn,Yn,Yn)=(c0(Yn,Yn,Yn),0,…,0)T,

b0(ϕ,ψ)=ατhr(-ϕ0ψm-ϕmψ0+ϕmψm),

c0(ϕ,ψ,η)=ατhr(ϕ0ψmηm+ϕmψ0ηm+ϕmψmη0-2ϕmψmηm)。{ (21)

设q=q(τ0)∈Cm+1是矩阵A 的特征值eiw0对应的一个特征向量,则满足:Aq=eiw0q,Aq=e-iw0q。

引入q的伴随向量q*=q*(τ)∈Cm+1 满足:ATq
*
=e-iw0q*,ATq* =eiw0q*,满足单位化<q*,q>=1,

其中<q*,q>=∑
m

i=0

q*
iqi。

引理4 定义一个向量值函数p:C→Cm+1满足:p(ξ)=(ξm,ξm-1,…,1)T,如果ξ是A 的一个特征值,
则Ap(ξ)=ξp(ξ)。根据引理4,得到:

q=p(eiw0)=(eimw0,ei(m-1)w0,…,eiw0,1)T。 (22)

  引理5 设q=(q0,q1,…,qm)是矩阵A 对应于特征值eiw0的特征向量,q*=(q*
0 ,q*

1 ,…,q*
m)是矩阵

AT 对应于特征值e-iw0的特征向量,且<q*,q>=1,则
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q* =K(1,αeimw0,αei(m-1)w0,…,αe2iw0,αeiw0), (23)
其中a=(1-α)τh-ατhr,

K =[eimw0 +mαe-iw0]-1, (24)

  证明 q*满足ATq*=zq*, z=e-iw0,则有一系列等式成立:

q*
k =e-iw0q*

k+1, k=2,3,…,m,

αq*
0 =e-iw0q*

m,{ (25)

则q*
m=αeiw0K,再有单位化<q*,q>=1的条件,得到式(23)和式(24)的结果。

记Tcenter为对应于特征值e±iw0的特征空间,它是由{Re(q),Im(q)}生成的二维空间,Im(q)表示复数的

虚部。Tstable是矩阵AT 对应的除去e±iw0之外的特征值的特征向量生成的(m-1)维实空间。

任意的x∈Rm+1可以分解为x=vq+vq+y,这里v∈C,vq+vq∈Tcenter,y∈Tstable,复变量v看成是x
在Tcenter上的坐标,得到:v=<q*,x>,y=x-<q*,x>q-<q*,x>q,设a(λ)是A 的特征多项式,λ0=eiw0,根
据文献[18]的算法和文献[19]中相似的计算过程,得到:

g20=<q*,B(q,q)>, g11=<q*,B(q,q)>, g02=<q*,B(q,q)>,

g21=<q*,B(q,w20)>+2<q*,B(q,w11)>+<q*,C(q,q,q>,
这里,

w20=
b0(q,q)
a(λ20)p(λ20)-

<q*,B(q,q)>
λ20-λ0 q-

<q*,B(q,q)>

λ20-λ0
q,

w11=
b0(q,q)
a(1)p(1)-

<q*,B(q,q)>
1-λ0 q-

<q*,B(q,q)>

1-λ0
q。

定义

c1(τ0)=
g20g11(1-2λ0)
2(λ20-λ0)

+
|g11|2

1-λ0
+

|g02|2

2(λ20-λ0)
+
g21

2
, (26)

由式(21)和式(22)及引理5,得到:

b0(q,p(e2iw0))=ατhr(-eiw0 -e2iw0 +1),

b0(q,q)=ατhr(-2eiw0 +1),

b0(q,q)=ατhr(-eiw0 -e-iw0 +1),

b0(q,q)=ατhr(-2e-iw0 +1),

b0(q,p(1))=ατhre-iw0,

c0(q,q,q)=ατhr(4eiw0 +2e-iw0 -2),

a(e2iw0)=ei(2m+1)w0 -e-2iw0 +1,

a(1)=1。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(27)

最终通过替代得到c1(τ0)。
引理6 对映射(12),假定:

1)λ(τ)=r(τ)eiw(τ),这里r(τ*)=1,r'(τ*)≠0,并且 w(τ*)=w*;2)eikw* ≠1,k=1,2,3,4;
3)Re[e-iw*c1(τ*)]≠0,有下面4种可能的情况:

①r'(τ*)>0,Re[e-iw*c1(τ*)]<0。当τ<τ*时,原点是渐近稳定的不动点,当τ>τ*时,原点是不稳

定的不动点,且存在一个渐近稳定的闭的不变曲线;

②r'(τ*)>0,Re[e-iw*c1(τ*)]>0,当τ<τ*时,原点是渐近稳定的不动点,当τ>τ*时,原点是不稳定

的不动点,且存在一个不稳定的闭的不变曲线;

③r'(τ*)<0,Re[e-iw*c1(τ*)]<0。当τ>τ*时,原点是渐近稳定的不动点,当τ<τ*时,原点是不稳

定的不动点,且存在一个渐近稳定的闭的不变曲线;

④r'(τ*)<0,Re[e-iw*c1(τ*)]>0。当τ>τ*时,原点是渐近稳定的不动点,当τ<τ*时,原点是不稳

定的不动点,且存在一个不稳定的闭的不变曲线。
通过以上讨论,得到r'(τ*)>0,因此,由引理6得到下面的结论。
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定理3 如果r>
1-α
α
,当τ∈[0,τ0)时,y=0是渐近稳定的不动点,当τ>τ0 时,y=0是不稳定的。

Neimark-Sacker分支的方向和稳定性由Re[e-iw*c1(τ*)]的符号决定。如果Re[e-iw*c1(τ*)]<0(>0),则
当τ>τ0 时存在唯一吸引的(排斥的)不变曲线。

4 数值模拟

笔者通过数值试验检验第1至第3部分的结

果。假定r=1,h=0.05。当控制参数α=0.6,0.8
时,结果如图1和图2所示。表1给出了在不同α
值时的τ0 值。

表1 混合控制欧拉法的值

Tab.1 ValuesofofHybridcontrolEulermethod

α 0.6 0.8 1 1.2 2

τ0 7.66 2.55 1.53 1.09 0.51
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物
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模

b) 子=8a) 子=5

图1 方程(4)应用欧拉法的数值解,步长h=1/20,α=0.6
Fig.1 NumericalsolutionofEq.(4)withtheEulermethodcorrespondingtostep-sizeh=1/20whenα=0.6
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b) 子=3a) 子=2
t/dt/d

物
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规
模

物
种
规
模

图2 方程(4)应用欧拉法的数值解,步长h=1/20,α=0.8
Fig.2 NumericalsolutionofEq.(4)withtheEulermethodcorrespondingtostep-sizeh=1/20whenα=0.8

  通过表1,可以看出当α=1时为不加控制的情况;当α<1时,分支点延迟出现;当α>1时,分支点提前

出现。图1和图2为当α=0.8,τ=3时已经出现分支,而α=0.6,在τ=5时系统仍然是渐近稳定的。

5 结 论

为了扩大或者缩小控制区域,给出了应用状态反馈和参数扰动的混合控制数值欧拉法得到了Neimark-
Sacker分支。对Gompertz连续系统实施混合控制得到了 Hopf分支;通过选择合适的控制参数,实施混合

控制数值算法延迟了原来分支点的出现,应用混合控制欧拉法,对充分小的步长给出了保持分支的结果。通
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过理论和数值模拟验证了所得结果,得到了延迟Gompertz模型系统通过选择合适的控制参数,分支点可能

提前或者延迟。在将来的研究计划中,笔者将设计更好的数值控制方法,达到更好的控制效果。
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