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弓形虫传播模型的稳定性分析
任丽霞,薛亚奎

(中北大学理学院,山西太原 030051)

摘 要:为了研究控制弓形虫病传播的临界值,对疾病进行有效预防,并进行相关的理论分析与研

究,针对弓形虫的生活史以及传播途径建立数学模型,分析得到了决定疾病是否继续存在以及传播

的基本再生数,当基本再生数小于1时,疾病将逐渐消亡,最终灭绝,当基本再生数大于1时,模型

存在唯一的地方病平衡点,此时疾病将一直持续下去,形成地方病。通过建立合适的Lyapunov函

数等方法,给出了无病平衡点和地方病平衡点全局渐近稳定的充分条件,同时对建立的数学模型进

行了系统、完整的定性和稳定性研究。研究结果对后续弓形虫病的研究及其数学模型的建立有一

定的借鉴意义。
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StabilityanalysisofToxoplasmagondiipropagationmodel
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Abstract:Toxoplasmagondiiasatypicalzoonoticdisease,becausethereisnosuitablevaccine,itscontrolisimportantinpre-
vention,soithasbeenthesubjectofresearchbyallscholars.inordertostudythecriticalvalueofcontrollingitstransmission
andcarryoutrelevanttheoreticalanalysis,Thispaperestablishesamathematicalmodelbasedonthelifehistoryandtransmis-
sionrouteofToxoplasmagondii,andanalyzesthebasicregenerationnumberthatdetermineswhetherthediseasecontinuesto
exist.Whenthebasicreproductionnumberislessthan1,thediseasediedoutfinally.Whenthebasicreproductionnumberis

greaterthan1,themodelhadauniqueendemicequilibriumpoint,andthediseaseuniformlypersisted.Inaddition,thesuffi-
cientconditionsfortheglobalasymptoticstabilityofthedisease-freeequilibriumandtheendemicequilibriumaregivenby
establishingasuitableLyapunovfunction.Inthispaper,asystematicandcompletestabilitystudyoftheestablishedmathemat-
icalmodelcanbeprovidedtoprovideadviceforcontrollingthespreadofdisease.
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  弓形虫病是由一种刚地弓形虫(Toxoplasmagondii)引起的人畜共患病[1-6]。猫和其他猫科动物是弓形

虫的最终宿主[2],它寄生在这些动物的小肠上皮细胞内,形成囊合子随粪便排出,其他哺乳类动物和鸟吃到
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体内发生感染,在它们组织内发育成为包囊,囊合子和包囊是弓形虫的不同发育阶段。除了终宿主以外,在
其他动物体内只能进行无性繁殖,不能向外界散播它的后代。

弓形虫病病情轻重不一,免疫功能正常的宿主表现急性淋巴结炎的较为多见,免疫缺损者,如艾滋病、器
官移植、恶性肿瘤(主要为霍杰金病等)常有显著的全身症状,如高热、肌痛,并发生脑炎、胃肠炎等[7-10]。

弓形虫多藏在被猫狗粪便污染的土壤中,生的、半生不熟的家禽类肉食中,未经消毒的羊奶中,没洗干净

和未经过烹饪的蔬菜水果中,人类作为弓形虫病传播过程中的中间宿主,感染弓形虫病的几率是非常大的,
尤其猫作为宠物被越来越多的人饲养,使得人感染弓形虫的病例在逐年上升。弓形虫病分先天性和获得性

2类,先天性弓形虫病只发生于初孕妇女[11-12],经胎盘血流传播,受染胎儿多数表现为隐性感染,也可造成孕

妇流产、畸胎或死产,尤以早孕期感染而引起的畸胎发生率高[13-14]。研究表明,婴儿出生时出现症状或发生

畸形者病死率为12%,而存活下来的80%有精神发育障碍,50%有视力障碍[15-16]。

1 模型介绍

根据弓形虫的生活史以及传播途径,建立如下的数学模型:

dS
dt=A1-(1-q)β1ES-d1S,

dI
dt=(1-q)β1ES-δI-d1I,

dR
dt=δI-d1R,

dMs

dt =A2-β2EMs-d2Ms,

dMi

dt =β2EMs-d2Mi,

dCs

dt =A3-β3εMiCs+rCi-d3Cs,

dCi

dt =β3εMiCs-rCi-d3Ci,

dE
dt=mCi-d4E,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(1)

式中:S,I以及R 分别表示人群中的易感者、染病者以及免疫者在t时刻的数量;Ms 和Mi分别表示中间宿

主中的易感者和染病者在t时刻的数量;Cs 和Ci分别表示最终宿主(猫)中的易感者和染病者在t时刻的数

量;E 指的是环境中t时刻的虫卵密度,由最终宿主释放到环境中的虫卵以及虫卵的死亡率决定;Ai(i=1,

2,3)和di(i=1,2,3)分别表示人群、中间宿主以及最终宿主的输入率和死亡率;δ和r分别表示人群和最终

宿主的治愈率;q表示宣传措施的影响力系数,是中间宿主中可以传染给最终宿主的比例(猫吃掉老鼠、松鼠

等小动物感染弓形虫);m 指最终宿主弓形虫的释放率。

2 基本再生数以及平衡点的存在性

在这一部分,给出模型(1)的基本再生数,并证明无病平衡点E0 和地方病平衡点E*的存在性。

2.1 基本再生数和无病平衡点的存在性

根据模型(1),有:
d(S+I+R)

dt =A1-d1(S+I+R),当t→∞时,lim
t→∞
(S+I+R)≤

A1

d1
,求得可行域:

D={(S,I,R,Ms,Mi,Cs,Ci,E)∈R3
+:S+R+I≤

A1

d1
,Ms+Mi≤

A2

d2
,Cs+Ci≤

A3

d3
,E≤

mA3

d3d4
},集合D 是

一个正不变集,是模型(1)的一个全局吸引子。

模型(1)的无病平衡点为E0=(S0,0,0,M0
s,0,C0

s,0,0),其中S0=
A1

d1
,M0

s=
A2

d2
,C0

s=
A3

d3
。
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由模型(1)知,存在感染的仓室有(I,Ii,Ci,E),根据下一代矩阵法[17-18]有:

F=

0 0 0 (1-q)β1S0

0 0 0 β2M0
s

0 β3εC0
s 0 0

0 0 m 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

, V=

δ+d1 0 0 0

0 d2 0 0

0 0 r+d3 0

0 0 0 d4

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

FV-1=

0 0 0
(1-q)β1A1

d1d4

0 0 0 β2A2

d2d4

0
εβ3A3

d2d3
0 0

0 0 m
r+d3

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
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ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

求得基本再生数:

R0=
3

mεA2A3β2β3
d2
2(r+d3)d3d4

 。 (2)

2.2 地方病平衡点的存在性

通过对模型(2)的分析发现,后面5个方程不受前3个方程的影响,所以可以将模型(1)分成2个子

模型:

dS
dt=A1-(1-q)β1ES-d1S,

dI
dt=(1-q)β1ES-δI-d1I,

dR
dt=δI-d1R,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(3)

dMs

dt =A2-β2EMs-d2M,

dMi

dt =β2EMs-d2Mi,

dCs

dt =A3-β3εMiCs+rCi-d3Cs,

dCi

dt =β3εMiCs+rCi-d3Ci,

dE
dt=mCi-d4E,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(4)

令模型(3)中的方程右面均等于0,可以将其简化为

a1C2
i+a2Ci=0, (5)

式中:a1=-[β2β3εmA2A3+β2md3d2(d3+r)]; a2=[β2β3mεA2A3-d2
2d3d4(d3+r)]。

  根据二次函数的性质对方程(4)进行分析,该方程有2个不相等的实数解且其中1个为0,当R0>1时,
另外1个解为正解,即:

M*
s =

A2

d2
-M*

i , M*
i =

d3(d3+r)C*
i

β3ε(A3-d3C*
i )
, C*

s =
A3

d3
-C*

i , C*
i =

[β2β3mεA2A3-d2
2d3d4(d3+r)]

[β2β3mεA2d3+β2md3d2(d3+r)]
,

E*=
m
d4
-C*

i 。
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令子模型(3)的方程右面均等于0,将E*代入求得:

S*=
A1

(1-q)β1E*+d1
, I*=

(1-q)β1E*S*

δ+d
, R*=

(1-q)β1δE*S*

d1(δ+d1)
,

所以,当R0>1时,模型(1)将有唯一的地方病平衡点,E*=(S*,I*,R*,M *
s ,M *

i ,C*
s ,C*

i ,E*),对模型

(1)的平衡点的存在性结论进行总结,得到以下定理。

定理1 模型(1)一定含有一个无病平衡点E0,当R0>1时,有唯一的地方病平衡点E*。

3 全局渐近稳定性

在这一部分,对无病平衡点E0 以及地方病平衡点E*的全局渐近稳定性进行分析。

3.1 无病平衡点的全局渐近稳定性

定理2 当R0<1时,无病平衡点E0 是局部渐近稳定的,当R0>1时,无病平衡点E0 是不稳定的。

证明 模型(1)在无病平衡点E0 的Jacobian矩阵为

J(E0)=

-d1 0 0 0 0 0 0 -
(1-q)β1A1

d1

0 -(δ+d1) 0 0 0 0 0
(1-q)β1A1

d1

0 δ -d1 0 0 0 0 0

0 0 0 -d2 0 0 0 -β2A2

d2

0 0 0 0 -d2 0 0 β2A2

d2

0 0 0 0 -β3εA3

d3
-d3 r 0

0 0 0 0 β3εA3

d3
0 -(r+d3) 0

0 0 0 0 0 0 m -d4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

该矩阵的特征多项式为

ϕ(λ)=(λ+d1)2(λ+δ+d1)(λ+d2)(λ+d3)[(λ+d2)(λ+r+d3)(λ+d4)-β
2β3εmA2A3

d2d3
],

简化得:

ϕ(λ)=(λ+d1)2(λ+δ+d1)(λ+d2)(λ+d3)(λ3+b1λ+b2λ+b3),

式中:

b1=r+d2+d3+d4,

b2=d2r+d2d3+rd4+d2d4+d3d4,

b3=d2d4r+d2d3d4-β2β3εA2A3m
d2d3

=d2d4(r+d3)(1-R3
0),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(6)

当R0<1时,有 H1=b1>0,H2=b1b2-b3>0,H3=b3H2>0,由ROUTH-HERWITZ判据可知,ϕ(λ)的

所有根都有负实部,无病平衡点E0 是局部渐近稳定的,当R0>1时,ϕ(λ)的根的实部不全为负,这时无病平

衡点E0 是不稳定的。

定理3 当R0<1时,模型(1)的无病平衡点E0 是全局渐近稳定的。

证明 对于子模型(4)来说,该模型所有初值属于可行域D 的解:(Ms,Mi,Cs,Ci,E)都在可行域D 中,
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对于∀t≥0,有:Ms≤
A2

d2
,Cs≤

A3

d3
,建立Lyapunov函数:

V(t)=d4Mi+ β2A2m
d2(r+d3)

Ci+β
2A2

d2
E,

求导得:

V'(t)=d4β2EMs-d2d4Mi+
εβ2β3A2mMiCs

d2(r+d3)
-β2

A2mCi

d2
+β2

A2mCi

d2
-β2

A2d4E
d2

≤

d4β2A2E
d2

-d2d4Mi+
εmβ2β3A2A3Mi

d2d3(r+d3)
-β2

A2d4E
d2

=

εmβ2β3A2A3

d2d3(r+d3)
-d2d4

æ

è
ç

ö

ø
÷Mi=d2d4(R3

0-1)Mi。

当R0<1时,dV/dt≤0,当且仅当 Mi=0时,dV/dt=0。所以,(M0
s,0,C0

s,0,0)是模型(4)唯一的不变

集,由LaSalle’s不变集原理知,(M0
s,0,C0

s,0,0)是全局渐近稳定的。

下面分析子模型(3),因为当t→∞时,E(t)→0,所以当t→∞时,S(t)→
A1

d1
,I(t)→0,R(t)→0,所以

A1

d1
,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对模型(3)来说是吸引的,根据渐近自治系统理论[19-20],定义如下。

定义1 若方程的零解是稳定的,又是吸引的,则称方程的零解是渐近稳定的;若方程的零解的吸引域

是整个可行域,则称方程是全局渐近稳定的。

所以,当R0<1时,模型(1)的无病平衡点E0 在可行域上全局渐近稳定的。

3.2 地方病平衡点的全局渐近稳定性

定理4 如果R0>1,唯一的地方病平衡点E*是全局渐近稳定的。

证明 首先对模型(4)的地方病平衡点的全局渐近稳定性加以验证。

当t→∞时,有Ms(t)+Mi(t)→
A2

d2
,Cs(t)+Ci(t)→

A3

d3
。

当R0>1,将M *
s ,C*

s 代入模型(4)得:

dMi

dt =β2E
A2

d2
-Mi

æ

è
ç

ö

ø
÷-d2Mi,

dCi

dt =β3εMi
A3

d3
-Ci

æ

è
ç

ö

ø
÷-d3Ci-rCi,

dE
dt=mCi-d4E,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(7)

将模型(7)限制在区域Ω 中进行研究,Ω={(Mi,Ci,E)∈R3
+, Mi≤

A2

d2
, Ci≤

A3

d3
, E≤

mA3

d3d4
}。

下面对模型(7)的全局渐近稳定性进行分析。

首先定义:

f(u)=

f1(u1,u2,u3)

f2(u1,u2,u3)

f3(u1,u2,u3)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

β2u3
A2

d2
-u1

æ

è
ç

ö

ø
÷-d2u1

β3εu1
A3

d3
-u2

æ

è
ç

ö

ø
÷-d3u2-ru2

mu2-d4u3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

该映射满足以下条件:

1)f:R3
+→R

3
+是一个连续可微映射,f(0)=0,当ui=0,i=1,2,3时,对∀u∈Ω,fi(u)≥0。

2)因为∂fi/∂uj≥0,i≠j,u∈Ω,所以f 在Ω 上单调递增。
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3)对∀k∈(0,1),有:

f1(ku1,ku2,ku3,ku4)=β2ku3
A2

d2
-ku1

æ

è
ç

ö

ø
÷-d2ku1≥β2

A2

d2
-u1

æ

è
ç

ö

ø
÷ku3-d2ku1=kf1(u1,u2,u3,u4)。

用类似的方法可以证明fi(ku1,ku2,ku3)≥kfi(u1,u2,u3),i=2,3,所以,f 在区域Ω 上是严格次线性

的。

4)对f 求导得:

Df(u)=

-β2u3-d2 0
A2

d2
β2-β2u1

β3ε
A3

d3
-β3εu2 -β3εu1-d3-r 0

0 m -d3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,|Df(u)|≠0,

矩阵Df(u)所对应的有向图是强连通的,所以Df(u)是不可约的。

因为Df(0)=

-d2 0
A2

d2
β2

β3ε
A3

d3
-d3-r 0

0 m -d4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,Df(0)的特征多项式为ψ(λ)=λ3+b1λ2+b2λ+b3, 

b1,b2,b3均在式(6)中定义。当R0>1时,因为b3<0,所以,s(Df(0))=max{Reλ:ψ(λ)}>0。由推论

3.2[21]可知,模型(7)的平衡点(M *
i ,C*

i ,E*)是全局渐近稳定的,用类似的方法也可证明模型(1)的地方病

平衡点E*全局渐近稳定的。

4 结 语

弓形虫病包括先天的和后天的2种类型,笔者主要研究了弓形虫病传播的数学模型,得到了基本再生数

以及平衡点全局渐近稳定的充分条件。当R0<1时,疾病最终灭绝,当R0>1时,疾病将持续下去。本文在

证明地方病平衡点稳定性时,不再局限于构造Lyaponov函数,而是通过研究其极限系统的方法得出结论,
对于该病存在垂直传染的数学模型还在探讨之中。现在社会上流浪猫的数量不断增加,将最终宿主分成家

养猫和流浪猫建立新的数学模型,研究流浪猫的数量变化对弓形虫病传播的影响将是一个新的突破,有待于

进一步研究。
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